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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 , 书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 . 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营 养 ,获得 教 益 . 

20 世 纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 浩 
动 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 ， 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 ,我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚 至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆 续 推出 了 多 
套数 学 丛书， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 更 
为 突出 ， 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 其 高， 影响 颇 大 ， 对 我 国 数 
学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系统 的 介绍 . 既 注 意 该 领 
域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ， 数学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 丛 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 ， 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚 执 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 . 


杨 乐 
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20 世纪 初 P.Montel 引入 了 正规 族 概念 , 他 把 具有 某 种 列 紧 性 的 函数 族 称 为 正 
规 族 ， 正 规 族 理论 的 研究 既 有 重要 的 理论 意义 , 也 有 重要 的 应 用 价值 ”例如 , 近年 
来 十 分 活 哮 的 复 解析 动力 系统 中 的 要 本 概念 Julia RE Fatou 集 就 是 由 正规 性 引出 
的 . 自 P.Montel 引入 正规 族 的 概念 到 现在 , 正规 族 理论 有 了 长 足 的 发 展 , 特别 是 在 
RE, 从 熊 庆 来 、 庄 坟 泰 到 杨 乐 、 张 广 厚 等 ,他 们 所 作 的 莫 基 性 工作 使 我 国 在 正规 
族 理论 的 研究 方面 处 于 国际 前 沿 地 位 . 

正规 族 理论 的 发 展 可 分 为 三 个 阶段 : 

第 一 阶段 即 从 20 世纪 20 年 代 Nevanlinna 值 分 布 理论 的 产生 到 20 世纪 五 六 十 
SEAR, 正规 族 理 论 的 核心 就 是 正规 定 则 的 研究 , P.Montel 首先 把 函数 族 的 正规 性 与 
函数 的 取 值 问题 联系 了 起 来 , 这 就 是 经 典 的 Montel 正规 定 则 . P.Montel HRK 
数 证 明 的 , 但 使 用 这 种 超越 的 方法 似乎 难以 更 深入 地 研究 正规 族 理论 。Nevanlinna 
值 分 布 理论 的 产生 不 仅 使 函数 族 的 正规 性 与 函数 导数 的 取 值 问题 联系 起 来 成 为 可 
能 , 也 使 上 述 Montel 正规 定 则 的 证 明 变 得 初等 和 简单 ， 在 20 世纪 30 年 代 , 应 用 
Nevanlinna 理论 使 正规 族 理 论 的 研究 达到 了 高 峰 , 涉及 亚 纯 函 数 族 情形 出 现 了 著名 
的 Marty EREN, 涉及 全 纯 函 数 族 情形 相继 出 现 了 Miranda, Valiron LA ESTAR 
正规 定 则 ,在 这 个 阶段 , 人 们 对 正规 定 则 的 研究 主要 集中 在 全 纯 沙 数 族 情形 , 而 对 
亚 纯 函 数 族 情形 除 Marty 定 则 外 实质 性 的 研究 成 果 并 不 多 . 

第 二 阶段 是 从 20 世纪 五 六 十 年 代 到 80 年 代 . 1959 年 , W.K.Hayman 建立 的 著 
名 不 等 式 启示 人 们 提出 如 下 间 题 , 一 个 亚 纯 函 数 族 在 Miranda 定 则 的 条 件 保持 不 变 
的 情形 下 是 否 仍 保持 其 正规 性 ? RA, W.K.Hayman 把 它 作为 猜想 正式 提出 ，1979 
年 , 我 们 证 实 了 这 个 狂想 , 需要 指出 的 是 ,我 们 的 工作 是 以 杨 乐 、 张 广 摩 于 20 世纪 
60 年 代 在 亚 纯 函 数 正规 族 理论 研究 方面 所 取得 的 并 创 性 成 果 为 基础 的 . BT 
以 W.K.Hayman 所 提出 的 几 个 猜想 为 主线 获得 了 一 系列 新 的 正规 定 则 , 其 中 大 部 
分 是 我 国 数学 工作 者 完成 的 . 到 20 世纪 80 年 代 中 期 ， W.K.Hayman 所 提出 的 猜想 
全 部 被 证 实 , 这 标志 着 正规 族 理论 的 研究 达到 了 一 个 新 的 阶段 . 

在 上 述 两 个 阶段 中 人 们 对 正规 定 则 的 研究 绝 大 部 分 采用 的 是 Miranda 的 方 
法 ， 即 消去 原始 值 的 方法 ， 它 根据 Nevanlinna 值 分 布 理 论 首先 建立 关于 特征 函数 
的 界 团 不 等 式 , 再 设法 消去 原始 值 ， 而 在 消去 原始 值 时, 往往 由 于 需要 高 度 的 技巧 
而 使 某 些 正规 定 则 的 证 明 变 得 相当 复杂 ， 

三 个 阶段 应 该 追溯 到 以 色 列 数学 家 L.Zaleman 在 1975 年 的 一 篇 短小 论文 . 
AATEC BIRRA, 从 Marty 正规 定 则 出 发 给 出 了 一 族 亚 纯 函数 不 正规 的 充 要 条 
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件 ， 由 此 导出 一 个 有 趣 的 正规 定 则 并 应 用 它 证 明了 一 些 正 规定 则 . 然而 他 的 这 个 结 
果 没 有 能 够 被 广泛 和 深入 地 应 用 , 一 直到 20 世纪 80 年 代 来 我 国 年 轻 的 数学 工作 者 
创造 性 地 改进 了 .Zaleman 的 工作 , 他 们 把 L.Zaleman 的 结果 与 函数 导数 联系 了 起 
来 . 这 种 方法 使 正规 族 理 论 的 研究 进入 了 一 个 新 的 天 地 ， 它 被 称 为 Zalcman-Pang 
方法 . 这 种 方法 不 仅 使 以 往 许多 使 用 消去 原始 值 的 方法 所 得 到 的 正规 定 则 的 证 明 
变 得 相当 简单 , 而 且 又 建立 了 一 系列 新 的 正规 定 则 . 这 段 时 期 正规 定 则 的 研究 主要 
围绕 两 方面 的 内 容 展开 . 一 方面 是 对 上 述 Hayman 猜想 的 深化 , 这 包括 国内 数学 工 
作者 的 一 些 重要 结果 ， 另 一 方面 是 W.Schwick 在 20 世纪 90 年 代 初 率先 提出 的 把 
正规 族 和 唯一 性 联系 起 来 考虑 ， 这 方面 的 成 果 主 要 是 以 色 列 和 我 国 数学 工作 者 所 
取得 的 . 

本 书 主要 介绍 20 世纪 90 年 代 以 来 即 正 规 族 理论 发 展 的 第 三 阶段 的 研究 成 果 ， 
可 以 看 作 是 《 亚 纯 函数 的 正规 族 》 一 书 的 延续 . 本 书 第 1 章 介绍 我 们 要 用 到 的 基础 
知识 即 亚 纯 函数 Nevanlinna 理论 ; 第 2 章 介绍 亚 纯 函数 正规 族 理 论 的 基本 概念 与 性 
质 ; 第 3 章 介绍 Bloch 原理 和 几 个 由 W.K.Hayman 提出 的 亚 纯 函 数 正规 族 问题 , 其 
中 主要 介绍 庞 学 诚 和 工 .Zalcman 等 人 获得 的 推广 的 Zalman 引 理 以 及 用 Zalcman 
引 理 证 明 把 Miranda 正规 定 则 推广 到 亚 纯 函数 族 情形 的 著名 结果 ; 第 4 章 介绍 涉及 
例外 函数 的 正规 定 则 , 主要 介绍 杨 乐 获得 的 函数 族 中 每 个 函数 不 取 零 值 , 它 的 上 阶 
导数 不 取 一 不 恒 为 零 的 全 纯 函 数 的 正规 定 则 以 及 庞 学 诚 和 L.Zaleman 等 人 获得 的 
改进 形式 : 函数 族 中 每 个 函数 的 零点 重 数 不 小 于 上 十 2 , EH k 阶 导数 不 取 一 不 恒 
为 零 的 全 纯 函 数 的 正规 定 则 ; 第 5 章 介绍 与 分 担 值 相 关 的 正规 定 则 , 主要 介绍 庞 学 
诚 和 L.Zalceman, 刘 晓 军 和 庞 学 诚 获得 的 亚 纯 函 数 族 中 任意 函数 与 其 导 函 数 分 担 两 
个 有 穷 值 及 一 个 三 元 素 集合 的 正规 定 则 ， 方 明亮 和 L.Zalcman 等 人 获得 的 几 个 与 
分 担 值 相关 的 正规 定 则 以 及 常 建明 和 方 明亮 获得 的 全 纯 函 数 族 中 每 个 函数 与 它 的 
一 阶 和 二 阶 导数 分 担 不 动 点 的 正规 定 则 ; 第 6 章 介绍 几 个 其 他 方面 的 正规 定 则 , E 
要 介绍 M.Esskn 和 伍 胜 建 、 常 建明 和 方 明亮 获 得 的 涉及 和 迭代 与 不 动 点 的 正规 定 则 ， 
方 明亮 和 喜 文 俊 、JD.Hinchlife、W.Bergweiler 等 人 获得 的 涉及 复合 与 例外 函数 的 
正规 定 则 以 及 W. Schwick, W.Bergweiler, W.Bergweiler 和 J.K.Langley 获得 的 涉 
及 函数 及 它 的 有 阶 导数 不 取 零 点 的 正规 定 则 ; 第 7 章 介绍 正规 族 的 应 用 ， 主 要 介 
绍 W.Schwick、W.Bergweiler、 方 明亮 和 .Zalcman 等 人 获得 的 正规 族 在 复 动力 系 
统 、 复 方程 、 整 函数 的 唯一 性 以 及 亚 纯 函 数 横 分 布 方面 的 应 用 ; 第 8 章 介 绍 关于 拟 
正规 的 几 个 结果 . 本 书 的 第 3、8 章 由 庞 学 诚 撰写 , 第 4、5、6、7 章 由 方 明亮 撰写 . 

本 书 得 到 了 杨 乐 院士 和 王 唉 飞 教授 的 热情 支持 与 帮助 , 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 
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符号 说 明 


C 表示 复 平面 . 

C 表示 扩充 复 平面 . 

A(zo) 表示 以 zo 为 圆心 的 开 圆 , 也 称 为 zo 的 邻 域 . 

A(zo) 表示 以 zo 为 圆心 的 闭 圆 . 

A(zo,r) 表示 以 zo 为 圆心 > 为 半径 的 开 圆 , 也 称 为 z 的 邻 域 . 
A'(zo,r) 表示 以 zo 为 圆心 7 为 半径 的 去 心 开 圆 ， 

A(zo,r) 表示 以 zo 为 圆心 7 为 半径 的 闭 圆 . 

A (zo,7) 表示 以 zo 为 圆心 7 为 半径 的 去 心 闭 贺 . 
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第 1 章 亚 纯 函 数值 分 布 理论 的 基础 知识 


正规 族 理论 以 R.Nevanlinna 所 建立 的 亚 纯 函 数值 分 布 理 论 为 基础 . 本 章 扼 要 
本 Nevanlinna 基本 理论 , 其 中 一 部 分 内 容 将 予以 简略 的 论述 , 对 某 些 性 质 不 加 证 
H, 只 指出 可 参阅 的 文献 . 


1.1 - Poisson-Jensen 公式 与 特征 函数 


定理 1.1.1 设 f(z) AH |z| < RO<R< œ) 内 的 亚 纯 函 数 且 不 恒 为 零 ， 
ik f(z) Æ kl < p0 < p< R) AARAA alà = 1,2,3,… ,hh), 极点 为 byle = 
1,2,3,.… ,kk)， 其 中 每 一 替 点 或 极点 出 现 的 次 数 与 其 级 相同 , MS |z| <p 时 有 


a 
z 


1 f” i pel? + 
og jf)I= 直 /olf oor) Re( rt 


2 
Da 人 -Xie oe . (1.1.1) 
证 明 ”我 们 区 分 两 种 情形 . 
情形 1 在 圆周 |z| = p 上 f(z) 没有 零点 和 极点 . E 
F(z) = f(z)- a8, (1.1.2) 
其 中 
P(z) = 1% ole = Ql) “11% ple = bu) (1.1.3) 


bz 
BR, F(z) 在 |z| < R 内 亚 纯 而 在 圆 |z| <p 上 F(z) 关 0,00, 且 当 |z|=p Bt, 

[F(z)| = |f). (1.1.4) 
于 是 , log|F(z)| 在 圆 |z| < p 上 调和 , 根据 Poisson Ast, 当 |e] <p 时 ， 


log |F(z)| = xf log |F (pe'”) | Re (和 z “+ =) dy. (1.1.5) 
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由 (1.1.4), (1.1.2) 及 (1.1.5) È, 即 得 (1.1.1) 式 . 
情形 2 ”在 圆周 |z| = p 上 f(z) 有 零点 或 极点 任 取 定点 z : el <p A 
z axb, FHER r <p, 使 |z|, jax] 及 lbu 均 小 于 7. 根据 情形 1, 有 


log |f(2)1= 元 lh "log |f(rel#)| Re In a dy 


ig 
+ Ye -Xio 


re — aa) 


(1.1.6) 


另外 , 从 明显 的 不 等 式 


i 1 I 
llog |te’? — 1|| < log2 + log — A (0<0< pots 1). 


我 们 可 知 广义 积分 [erlog (peie)lRe (= + +) dp 存在 且 


el? 


im f” log |f (rel?) |Re (==) dy 
= [si stoe (E) a, 


于 是 在 (1.1.6) RPS r > p 就 得 (1.11) A. 至 此 定理 证 毕 , 口 
当 f(0) # 0,00 时 在 (1.1.1) AHS z = 0 就 得 


OR T A Eeh (1.1.7) 
(1.1.7) 式 称 为 Jensen 公式 . 
为 了 对 Jensen 公式 进行 变形 , 我 们 引进 一 些 记 号 . 
定义 1.1.1 


logt z = log z, zrl, 
0, 0O<z<1. 


我 们 称 logt z 为 z 的 正 对 数 . 显然 当 z > 0 时 有 1logz = logt z — log L, 
n(r, f) 表示 f(z) 在 圆 |z| <r 上 的 极点 个 数 (一 个 m 级 极点 算 作 m 个 极点 ). 
seh, n(n) BRA O) 在 图 el < + 上 的 零点 个 数 (一 个 mm 级 零点 算 作 m A 


零点 ). 
以 下 , 我 们 指出 (1.1.7) 式 右边 第 三 项 


k p 
$log = f nt A) ap 
pol | | 0 t 


1.1 Poisson-Jensen 公式 与 特征 函数 “3. 


事实 上 , 不 妨 设 |z| < p 内 的 所 有 极点 所 位 于 的 以 原 占 为 心 的 圆周 的 半径 依次 记 为 
ry 之 72 <i <T MM e ,mi 为 相应 的 圆周 上 极点 的 个 数 ( 计 重 数 ), 于 是 


k 
5 log 2 = my log = 十 … :十 mlog 
=1 |b, | ri Tl 


P dt P dt P dt 
= mı m2 Tt tm 7 
ri T2 rı 


"2 dt P dt P dt P dt 
=m = T(m +m) m3 Ft tm F 
ri T2 r3 T 


t 


"2 dt "3 dt P dt 
=m f y t (m+ m2) Gott (mit +m) T 
r 


1 T2 ri 


"2 nit, f) "3 n(t, f) P nit, f) 
_ [ Dees f MDa + f mat 


同 理 , (1.1.7) 式 右 边 第 二 项 
1 
mee ree 
p f 
于 是 (1.1.7) 式 可 改写 成 


2n , P t 
支 / logt lfi f REP) at 
2K Jo 0 t 


1 f” 1 
= aah Fem 
在 (1.1.8) 式 中 我 们 假定 了 f0) # 0,00. BE z = 0 的 某 邻 域内 , 令 f(z) = 
Cez? + cs412°t! +- (cs £ 0), XH (1.1.8) F glz) = 27° f(z) 即 可 得 到 Jensen 公式 
的 一 般 形式 . 
定理 1.1.2(Jensen AR) H f(z) AB |z| <R(0< R< 00) 内 的 亚 纯 函数 且 
BREAK, WMS |z| <p(0<p<R) 时 


2x , P _ 0, 
去 | grlfloeolae+ | MEH MOD dt + n(o, fog 


1 27 4 
=>] 1 
27 f °g 


1 
nit, 一 
ap+ f C3) dt + log] f(0)]. (1.1.8) 


(3) -r (e7) 

P F 一 F 1 

d m dt n{0, = loge + logjes], 
e+ | ; ( 7) gp Ics| 


(1.1.9) 


f (pei?) 
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其 中 cs A f(z) 在 z=0 的 邻 域 内 展开 式 的 第 一 个 不 为 零 的 系数 . 

Nevanlinna 理论 可 以 说 是 从 Jensen 公式 的 一 般 形 式 (1.1.9) 展开 的 . 以 下 再 引 
进 一 些 记号 . 

定义 1.1.2 


2 
mir, f) = 52 [lout if(re™)Lav, 


了 一 a 
N(r, f) = [ me Dn) dt + n(0, f)logr, 


m(r, f) 也 记 为 mir, oo), m (r ! ) 也 记 为 m(7,a). 


N(r, f) A f(z) 的 极点 的 密 指 量 (或 计数 函数 )， 记 为 N(7,o0). N (x l ) 称 
A f(z) 的 a 值 点 密 指 量 , 记 为 N(r,a). 
这 样 , Jensen 公式 (1.1.9) 可 写 为 


m(r, f) + Nr, f) = m(r, 7) + N(r, 7) + logles|. (1.1.10) 
有 时 还 需 用 到 如 下 形式 : -` 
ie logl f(re'*)| dp = N (r, 7) _ N(r, f) + loglesl. (1.1.11) 
EM 1.1.3 


T(r, f) = mlr, f) + N(r, f). 


R. Nevanlinna 称 T(r, f) 为 亚 纯 函 数 f(z) 的 特征 函数 ， 
于 是 Jensen 公式 又 可 写 为 


T(r, f) =T(r, 7) + logles|. (1.1.12) 

RERS T(r, f) 是 Nevanlinna 理论 中 最 基本 的 概念 , 我 们 给 出 如 下 狂 质 但 不 
加 证 明 . 

定理 1.1.3 f(z) & lel < RAD, W f(z) RER T(r, f) 为 (0< 
r< R) 的 非 减 连续 函数 ， 且 为 logr 的 凸 函数 . 

该 定理 的 证 明 见 文献 [91], [207] 等 . 

另外 , 根据 正 对 数 的 性 质 , 容易 推 得 关于 特征 函数 的 如 下 性 质 . 

EH 1.1.4 设 广 (2z)(7 = 1,…,p) AA |z| < RO < R< o) A pt LAs 
数 ,fj(0) A off = 1,… p), A 
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p 
T(r, fif2:…: fp) < 》 T(r, f;) (O0<r<R), (1.1.13) 
j=} 
P 
T(r, fit+) SY Tir, fi) +logp (0<r<R) (1.1.14) 
j=l 


HE 在 上 述 定理 中 车 去 掉 fj(0) £ oo 的 限制 则 从 Nir, fi) 的 意义 可 看 出 
(1.1.13) 5 (1.1.14) 式 于 1<7< 民 也 成 立 . 

当 f(z) 为 全 纯 函 数 时 , 利用 定理 1.1.1(Poisson-Jensen 公式 ), 易 推 出 其 特征 函 
数 与 其 最 大 模 M(7, f) = max |f(z )| 之 间 的 相互 制约 关系 . 

定理 1.1.5 R f(z "i |z| < R 内 全 纯 ， 则 


T(r, f) < logt M(r, f) < ETET, Ð (O<r<p<R). (1.1.15) 


1.2 Nevanlinna 第 一 基本 定理 


根据 正 对 数 性 质 以 及 Jensen 公式 (1.1.12) , 我 们 立即 有 
定理 1.2.1(Nevanlinna 第 一 基本 定理 ) i f(z) 为 |z|< RO<R<w) AH 
一 非常 数 亚 纯 函 数 . Ha 为 任 一 有 穷 值 , MHO<T KRHA 
T(r, =) = T(r, f) + hla,r), (1.2.1) 
其 中 
|h(a,r)|< llogjcs|| + log” lal + log2, 
f(z) —a=cez® +ces412t +--+ (cs #0). 
由 于 一 个 非 退 化 的 分 式 线性 变换 可 分 解 成 线性 变换 与 反 演 变换 的 复合 , BOR 
下 推论 . 
推论 Hl) 为 | < RAGE RMA, 又 设 Fe) = YOH 其 
中 a,b,c,d 为 常数 日 ad — be £0, MI 
T(r, F) =T(r, f) +O) (O<r<R). (1.2.2) 
下 面 我 们 再 给 出 关于 平面 上 亚 纯 函 数 的 特征 函数 T(r, f) 的 两 个 性 质 . 
定理 1.2.2 & f(z) 为 平面 上 的 一 非常 数 亚 纯 函 数 , N 
jim, T(r, f) =œ. (1.2.3) 


事实 上 当 f(0) = co 时 根据 T(r, f) > N(r, f) 立 妈 可 证 得 当 f(0) =a #00 BY 
应 用 Nevanlinna 第 一 基本 定理 (定理 1.2.1) 于 Fa 即 可 证 得 . 


定理 1.2.3 & f(z) 为 平面 上 一 超越 亚 纯 函 数 , 则 

(1.2.4) 
证 明 区 分 三 种 情形 . 

情形 1 f(z) 没有 极点 . 这 时 f(z) 为 超越 整 函 数 , 因此 , 在 展 式 


f(z) = 5 anz” 
n=0 


中 有 无 穷 多 个 系数 不 为 零 , 根据 Cauchy 不 等 式 , 有 
lan|r" < M(r, f) (r>0,n=0,1,-), (1.2.5) 
BOT RET TEER p, 有 


从 而 


再 在 (1.1.15) 式 中 取 p = 2r, 得 
log+ M(r, f) < 3T (2r, f). 
由 此 可 得 (1.2.4) R. 
情形 2 ”f(z) 有 无 穷 多 个 极点 . 根据 N(7, 了) 的 定义 , 当 7 > 1 时, 有 
N(r?, f) > N(r?, f) — N(r,f) 2 nr, f)logr, 
因此 


故 也 有 (1.2.4) 式 . 
情形 3 f(z) 有 有 穷 多 个 极点 bU = 1,2,… ,如 , 它们 出 现 的 次 数 与 其 级 相 
同 . E 


k 
P(z) = [cz -8), 92) = PSs). 
j=l 
显然 g(z) 为 整 函数 , LA f(z) 为 超越 亚 纯 函 数 , 故 g(z) 为 超越 整 函数 . 根据 情形 
1,4 
im T(r,9) 


7 一 co logr 
另外 , 由 (1.1.13) 式 , 4 r > 1 时 ， 
T(r,9) < T(r, P)+T(r, f). 
再 注意 对 多 项 式 已 有 
T(r, P) = O(logr) 


就 知 (1.2.4) 式 成 立 . 口 


1.3 Ahlfors-Shimizu 特征 函数 及 亚 纯 函 数 的 级 T 


1.3  Ahlfors-Shimizu 特征 函数 及 亚 纯 函 数 的 级 


这 里 , 我 们 再 介绍 另 一 种 类 型 的 特征 函数 , 分 别 由 L.Ahlfors!! 和 T.Shimizul”? 
相互 独立 地 引进 ， 称 为 Ahlfors-Shimizu 特征 函数 . 它 与 Nevanlinna 特征 函数 仅 相 
差 一 个 有 界 量 , 但 由 于 它 的 几何 特征 而 常 被 使 用 . 

下 面 我 们 引进 Ahlfors-Shimizu 特征 函数 . 


4 


v(e) =log(1 + FI). 
其 拉 普 拉 斯 算 子 为 
av- OF 
(1+ (F@)?) 
现 设 f(z) 在 lel =+ 上 没有 极点 , 而 在 |z| < r PUBIC bi, +> ,bn, 相应 的 重 数 
记 为 mi ,mp. 取 适 当 小 的 5 > 0, 使 圆 盘 A(5;,6) (F = 1,… h) 彼此 不 相交 . 应 
用 Green 公式 于 区 域 


(1.3.1) 


j=l 
得 n 
OV 
JI AVdé, = $ a- $ ais (1.3.2) 
jz|=r J=l ,b,|=6 


不 难 验证 (1.3.2) 式 左边 当 5 一 0 时 趋 于 
SI raer arar 
(1+ {f(z 


而 又 由 于 在 by 的 充分 小 邻 域内 


V(z) = 2mjlog 一 — + V*(z), 


lz ay jl 
其 中 V*(z) Æ b; 的 邻 域 内 有 连续 的 偏 导数 ,， 故 (1.3.2) 式 右边 当 5 一 0 时 趋 于 


av h d /2r 
f + log(1 + [f(2)?)ag + 4an(r, f), 


|z|=r 


“yp te , Ol oA RE “logV1+ Lf (rel?) Pap + n(r, f). 


lzel<r (1 + IFP) 


当 f(0) foo 时 ， 上 式 两 边 除 以 7 并 对 7 积分 得 


Lk ll Gey PoP yet 
(1 + f(z) ns 
-去 人 log y 1+ |f(rei#)’dy + N(r, f) — log Y1+1F)/?. (1.3.3) 


ES 7 
x =: J) |f al Tron” 7 
fice ( (1+ |f (2) 
再 注意 到 


21 
r, f) < 去 | logy 1 + |f (re?) dy < m(r, f) + 5log2， 
(1.3.3) 式 就 可 以 写 为 


下 Seat -T(r 川 < slo? +logy/1 + FOP. (1.3.4) 


显然 , 车 在 jz| =r 上 有 f(z) 的 极点 , 由 连续 性 (1.3.4) 式 仍 成 立 . 现在 我 们 可 以 定 
X Ahlfors-Shimizu 特征 函数 . 
定义 1.3.1 


To(r, Sf) 一 [ MO ay 


称 为 f(z) 的 Ahlfors-Shimizu 特 征 函 数 . 

Ahlfors-Shimizu 特征 函数 To(r, f) 有 如 下 性 质 . 

定理 1.3.1 设 f(z) HH |z| < RO<R< œ) 内 的 非常 数 亚 纯 函数 , 则 f(z) 
的 Ahlfors-Shimizu 特 征 函 数 To(r, f) 满足 

() Tor.) =Ta(n 5). 

(2) |To(r, f) ~ T(r, f)| < log2 + |logles|l, 
其 中 cs 为 f(z) 在 z 二 0 的 展 式 中 的 第 一 个 不 为 零 的 系数 . 


证 明 (1) 因 V 
(2) |G) 


1+ |f)? 


(1.3.5) 


而 成 立 . 
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(2) Æ f(0) A œ, 则 由 (1.3.4) RA 


ITolr, f) — T(r, f)| < Flog? + logV 1 + Hf (OF. 


车 f(0) = co, 由 性 质 (1) 及 Jensen 公式 (1.1.12) 有 


n(n}) -Te + re) - Ted) 


< 5log2 + |log|cs||. 


ITo(r, f) — T(r, f)| < 


至 此 证 得 性 质 (2) 成 立 . oo 
从 Ahlfors-Shimizu 特征 函数 的 定义 中 我 们 可 看 到 一 个 重要 的 量 IO ax 


1HE 
个 量 被 称 为 f(z) 的 球面 导数 . 
EN 1.3.2 设 f(z) A z| < RO<R< œ) 内 亚 纯 , 我 们 称 
a WO! 
nO TOR 
为 f(z) 的 球面 导数 . 
由 (1.3.5) 式 ， ; 
1 
# {L 
fee G) . (1.3.6) 


下 面 我 们 给 出 亚 纯 函 数 的 级 的 定义 
EN 1.3.3 R f(z) 为 平面 上 的 亚 纯 函数 ,j(z) 的 级 入 定义 为 
A= lim log" T(r, f) fy 
7 一 co logr 

本 书 今后 还 需要 下 面 两 个 性 质 : 

定理 1.3.2” 设 f(z) 为 平面 上 的 亚 纯 函 数 . 若 f(z) 的 球面 导数 F(z) 有 界 ， 
则 f(z) 的 级 至 多 为 2. 

事实 上 , 根据 To(r, f) 的 定义 以 及 定理 1.3.1 立即 可 推 得 . 

EH 1.3.3 i f(z) 为 整 函 数 . 若 f(z) 的 球面 导数 f#(z) AF, 则 f(z) 的 级 
至 多 为 1. 

该 定理 的 证 明 请 参考 文献 [60]. 


1.4 Nevanlinna 第 二 基本 定理 
在 给 出 第 二 基本 定理 之 前 先 证 一 个 引 理 , 这 个 引 理 本 身 也 是 比较 有 用 的 


RR 


引 理 1.4.1 设 filz),fo(z) Æ |z| < RO < R < œ) 内 亚 纯 且 不 恒 为 零 ， 则 当 
0<r<R 时 


N(r, fife) — N(r, 7 Fife +7) = N(r, fi) + N(r, fa) — n(n) -N(r, =). (1.4.1) 
这 个 引 理 只 : 需 利 用 Jensen 公式 (1.1.11) 立即 就 可 证 得 . 
我 们 从 恒等式 F = 1 - 了 i 出 发 , 并 应 用 Jensen 公式 及 引 理 1.4.1, 即 可 
获得 第 二 基本 定理 的 _ 种 特殊 形式 


定理 1.4.1 设 f(z) X |z| < ROO < R < œ) 内 非常 数 亚 纯 函数 且 (0) 4 
0,1, Æ f'(0) £0, 则 当 0<r< 忆 时 


T(r, f) <N(r, f)+ N(r, 3) + N (r, =) —Ni(r) + S(r, f), (1.4.2) 
其 中 | 
Ni(r) = 2N(r, f) -N (r, f) +N (rz) 
_ F F f(0) (F(0) — 1) 
S(r, f) = m(r, 7) +m(r, 产 :) + og OFOD] + log2. 
在 给 出 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 一 般 形式 时 我 们 需 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1.4.2 设 f(z) 为 |z|<R(0<Rgo0) 内 非常 数 亚 纯 函 数 . CK alj = 


1,2,---,q) 为 q(> 2) 个 互相 判别 的 有 穷 复 数 . # f(0) 40,0 及 f'(0) 40, MS 
0<r<R 时 , 有 


q 
r, f) 二 2 (r =) < 2T(r, f)— Ni(r) + S(r, f), (1.4.3) 

其 中 

Ni(r) = 2N(r, f) —N(r, f) +N (5) 0 

f! q f 
Str, f) =m (r Fy + nop fa, + glog* a d+ log? + ogy 
$= gag lai — a;l. 
证 明 E 


1.4 Nevanlinna 第 二 基本 定理 


我 们 先 证 


设 9e 瑟 ,不 妨 设 0 e Er TH, Ai AYN, 


ee) -a| > lay -avl = Fre) -al> (1-5), 


从 而 由 


Fe") = Foamy, i 2 ft] 


j#v 


i 1 一 -一 一 一 -一 一 一 一 
ee > oan =a] | 人 AR ek 


， 1 
+ i + _ jog? 
log* |F(re®)| > log Frij- al log 
q 
一 一 log2. 
> Freya HO Fe 


显然 , 4 0 g Bit, (1.4.5) 式 仍 成 立 . 因此 (1.4.4) 成 立 . 
我 们 再 求 m(r, F) 的 一 个 上 界 . 


m(r, F)<m(r, f'F) +m (« =) 


=m(r, f'F) +701) -N (r, =) + leo Fo 


.11. 


(1.4.4) 


(1.4.5) 


(1.4.6) 
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T(r, f')=m(r, f+ N(r, f’) 
F / 
CO £) +N(r,f’) 


T(r, f) +m(n E) + NC f’) = NO) (1.4.7) 


由 (1.4.4), (1.4.6), 及 (1.4.7) ak, 即 得 (1.4.3). 口 

利用 (1.4.3) 式 及 Jensen 公式 , 就 可 得 第 二 基本 定理 的 一 般 形式 . 

定理 1.4.2(Nevanlinna 第 二 基本 定理 ) R f(z) 为 |z| < RO<R<w) 内 非 
常数 亚 纯 函数 . 又 设 al =1,2,---,q) 为 g(>3) 个 互相 判别 的 复数 (有 穷 或 无 穷 ). 
车 f(0) #0, 00,a;(7 = 1,2,… ,9) 及 f'(0) #0, M 


(q—2)T(r, f NSEN (nz 一 jz) Ni(r) + S(r, f), (1.4.8) 


APSE) 与 (1.4.3) 式 中 的 Slr, f) 基本 相同 ， 而 
Mi(r) =2N(r,f) - N(r, f) +N (x =) 


注 (1.4.2), (1.4.3) 及 (1.4.8) 式 中 出 现 的 项 Sr, f) KARA. Bt, ALR 
几 个 定理 中 车 去 掉 函 数 f(z) Az = 0 的 限制 , 结论 仍然 成 立 , 只 需 适 当 改 变 余 项 
Sir, f) 中 的 常数 部 分 . 


1.5 对 数 导 数 


为 了 应 用 第 二 基本 定理 , 需 对 5S(7, f) 的 增长 性 进行 估计 . 我 们 将 指出 , 对 于 平 
面 情形 的 亚 纯 函数 , 当 r 一 co 时 ,S(r, f) T(r, f) 的 无 穷 小 量 . 我 们 还 注意 到 , 对 


(k) 
余 项 S(r, f) 增长 性 的 估计 取决 于 对 对 数 导数 平均 值 m (x E) 的 增长 性 的 估计 


下 面 给 出 关于 对 数 导 才 平均 值 m (~ - PO) 的 基本 引 理 对 于 大 = 1 的 情形 , 本 质 


上 是 由 R.Nevanlinna 给 出 的 , 后 来 G.Valiron 给 出 了 较为 精确 的 形式 . 对 于 k 的 一 
般 情形 , 是 由 能 庆 来 给 出 的 . 以 下 我 们 介绍 由 W.Ngoan 和 W.Ostrowski 给 出 的 另 一 
种 形式 的 估计 , 这 部 分 内 容 取 自 文献 [99]. 

定理 1.5.1( 对 数 导数 基本 引 理 ) H f(z) 为 |z| < RO<R< co) 内 的 非常 数 
亚 纯 函数 ,f(0) = 1 MA O<r<p<RAV<a<l HA 


m(n£) < hog 1+; (peg) meme) (1.5.1) 


15 对 数 导 数 . 13 . 
为 了 证 明 该 定理 , 先 证 一 个 引 理 . 


BI 1.5.1 ”以 下 两 个 不 等 式 成 立 ; 
(1) 


其 中 rk > O(k=1,--- ,n),0<a<l. 


(2) 
af logy( Dr < bel IESI 


其 中 v(x) A [a,b] 上 的 正 值 连续 函数 . 
证 明 (1) 我 们 只 需 考虑 zk(k = 1,… ,n) 不 全 为 零 的 情形 . 此 时 


由 此 立即 证 得 (1). 
(2) 不 失 一 般 性 , 令 a = 0, b= 1, 由 几何 平均 值 不 超过 算数 平均 值得 


n n (3) .ol 
le 人 
在 上 式 两 边 令 一 co 即 证 得 (2). 口 


现在 我 们 来 证 明定 理 1.5.1. 
证 明 AREER dc (lz| < p) 使 f(z) Ed 内 没有 零点 与 极点 .应 用 
Poisson-Jensen 公式 (1.1.1), Æ d 内 存在 单 值 的 解析 分 支 logf(z), 使 得 在 d 内 有 
lose) = [tos soe) ee ap+ Yee 


二 P- Tz 
一 Yoo 2 ic 


再 对 上 式 求 导 并 由 唯一 性 , 可 知 当 |z| <p 时 
h 


fi(z)_ 12 k ip) __ 2pei? 1 ax ) 
F(z) =, | log| F(ee™*)| (pei? — pert > (; Ta pte 
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OGA 


h 
a PF dp+), 


入 一 1 


2 一 OA -TZ 


1 CA plz-—a 
ra) 
zZ—-ay p pt — az 


“5 ae 
“Go? nto.) +m (0.4 +h 
1 by p(z — by) 
p z — by (ere) 
2p 1 ho a E a2 
SG [mo +m (> *)| t2 jz—aal + pon 
应 用 Jensen 公式 并 注意 到 f(0) = 1 WA 


4 
EDAG HEt Sr 


根据 引 理 1.5.1 的 性 质 (1), 


£ z) 


f(z) 


2D) AN LON 
og | | Sal e(1+ A i 
1 
e Mod MR es eaves 


又 根据 引 理 1.5.1 的 性 质 (2) 有 


r x ATR va 2 
n(n) <a 人 (+ are + 2 por ap 


15 对 数 导 数 as. 
k 21 
F dy 
+ 一 Fr 
2n dy 
4 o =a (a > 0), I 


F dy = 广 dy <4 3 dy 
o Mew—al Jo ré- —a|* © Jo Ire? — al® 


SPLE i 
r%\2/ Jo p® (l-a)? 


TE 
<4 2n Jo re? 一 ax| “(1 — oo)re®’ 


下 面 估 计 积分 


同 理 


* < 20 A) 
Säl PF Sara 
于 是 


1 
m (r £) <*log 1+ AoT (lp, f))" + alale 7) +D) ; 


(p-r) (1 — a)r® 


4 pl = 3 人 ,并 在 上 式 中 用 p' 替代 o 显然 不 等 式 仍 成 立 , 即 


2 aa 3) +p 


(=a) 


nP) ter eA 


1 
pnt, >} + nt, f) 

Nios) +N > f EDEN y 

p 


2 (n(v. >) +n(p)) logs, 
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也 就 有 
n (e 3) +n, f) < “AT, f). 
> f 3 =~ p-r ? 
区 f 1 16(eT(p, f))* | 89 T(p,f) 
f\ 1 pT (p, 8p Tip, 
m(n 5) < goea (6 二 站 2 + 
1 max(T(p, f), 1) { 8p 16p%r° 
< Lg Taare (总 ; al 
< desli+ 24 (2;) nanny) 
a l-a\p-r ro 
至 此 定理 证 毕 . 口 


推论 1 设 f(z) A |ze|< RALAA f(0) 40,00, M4 0<r<p< Rh 


P +1 + 
+ logt = + 2log log" aay th 1.5.2 
por 8; Forth 5?) 


A f(z) g(z) _ fi) 
on g(z) = FOY 再 顾及 az) 二 fle)’ 并 应 用 (1.5.1) RF g, 其 中 取 
=> 即 可 得 此 推论 . 
推论 2 f(z) & |[z|< RADA f(0) £0,000, MAO0<r<p<RH 


m (r £) < 2log™T (p, f) + 3log 


mn ) < [log T(, f) + log" £7 + logt + logtlog* oy + 
Toa 
其 中 K 为 仅 依赖 于 上 的 常数 . 
从 推论 1 出 发 , 对 天 用 归纳 法 即 可 证 得 此 推论 . 详细 证 明 见 文献 [207], [91] 
注 在 推论 1 与 推论 2 P, 如果 去 述 限 制 (0) 关 0,00, 那么 , 关 在 二 0 HK 
MARA, f(z) = az 十 callzet1L 十 (cs # 0), AITA gle) 一 2?7(2)， 应 用 这 些 扒 
BF g, 仍 可 得 (1.5.2) 及 (15.3) ,其 中 原始 值 log log” = HH log*log” 加 


推论 3 设 f(z) 为 平面 上 的 有 穷 级 亚 纯 函 数 ， 其 级 为 P, 则 


iim a < max{p — 1,0}. (1.5.4) 
r 


WEAR Seit f(0) = 1. 在 (1.5.1) RPR p = 2r, 任 给 > 0, 对 充分 大 的 > 有 
m(r, £) < “log (+2 To 24 payee). 
Bp<l,WPRe>OR0<a<1 WE pte<a<1,F# 


E i 24 1 二 a 十 一 
< PTE pP tea 
m(r, F) < 一 log | 1 + i 52 r ， 


= 


4 p>, W24 r 充分 大 时 


m(r, L) < ~log [reve (rene) 十 | 
= PEE- ogr +0(1), 
Q 
故 
f' 
MT, 一 
lm ( 7) < pte- 2 
7 一 co logr a 
再 令 < 一 0a > 1, 即 可 证 得 此 推论 . 口 
若 1(0) #1, BE f(z) = coz tciz t + , (cs # 0), ES gle) = (682°) *F(2), 
则 当 充分 大 时 ， [m (r 2) -m (> D < 2. 于 是 推论 3 的 结论 仍 成 立 . 


现在 我 们 来 佑 计 余 项 S(r, f) 这 里 还 需要 一 个 重要 引 理 , 是 由 E.Borel 给 出 的 . 

引 理 1.5.2(Borel 引 理 ) H T(r) 为 [ro,00) Lae Hak Mm BHR, 且 T(r0) > 1, 
则 除去 7 的 一 个 集会 Eo 外 有 

T(r + Fey) <27O) 

其 中 Eo 的 线性 测度 不 超过 2. 

该 引 理 的 证 明 可 见 文献 [207]. 

下 面 是 对 余 项 S(r, f) 的 估计 . 

E 1.5.2 Kh f(z) 为 平面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,9(r, f) 为 第 二 基本 定理 中 出 
现 的 余 项 , 则 当 f(z) 为 有 穷 级 时 , S(r, 有 ) = Ollogr); 当 f(z) 为 无 穷 级 时 , S(r, f) = 
O(log(rT(r, f))), 此 时 可 能 需 除 去 7 的 一 个 仅 依赖 于 f(z) 的 线性 测度 有 限 之 集 . 
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应 用 定理 1.5.1 之 推论 1 及 引 理 1.5.1， 立 即 就 可 证 得 此 定理 . 

推论 4 设 f(z) 为 平面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,9(r, S) 为 第 二 基本 定理 中 出 现 
HEA, 当 了 一 oo 时 , 车 f(z) 为 有 穷 级 , 则 Sir, 了) = o(T(r, 了)); 若 f(z) ALFA 
时 , 则 Sir, f) =o(T(r, f)), 此 时 可 能 需 除 去 7 的 一 个 线性 测度 有 限 之 集 . 


1.6” 亚 纯 函 数 涉及 导数 的 模 分 布 


Nevanlinna 第 二 基本 定理 研究 特征 函数 被 函数 取 值 的 宪 指 量 所 界 团 ， 而 在 亚 
纯 函 数 结合 其 导数 的 值 分 布 方面 , 首先 由 H.Milloux 获得 下 面 的 结果 . 

定理 1.6.1(Milloux 不 等 式 ) 设 f(z) A |z| < RO < R < œ) 内 非 多 项 式 的 亚 
纯 函 数 . Æ f(0) £0, co, f (0) £1, FHV (O) #0, WSO<r< RHA 


T(r, f) < N(r, fy +N (r >) +N (r, w) — N(r, FD) + S(r, f), 


其 中 


(k) fern (k+1) 
S(r, f) "RO r) tml joni) 
FO) F (0) — 1) 
+o RETO 


该 定理 的 证 明 可 从 Bureau 恒等式 
_ f® f® —1 fk+1) 


j= f fD f 
出 发 , 并 应 用 Jensen 公式 与 引 理 1.4.1 就 可 推 得 . 


WK. eon 于 1959 年 获得 了 一 个 十 分 深刻 的 结果 P, 他 指出 对 于 亚 纯 函 数 
f(z), 只 需 f(z) 取 值 的 一 个 宕 指 量 与 SO (2) 取 值 的 一 个 宪 指 量 便 可 界 转 特征 郴 数 


T(r, f). 
定理 1.6.2(Hayman FER) H f(z) 为 |z| < R(< co) HAE FRA LAA 


数 ,大 为 一 正 整数 . Æ f(0) £0, œ, FO) £1, fOVO) FOR 
(k + 1) f+?) (0)(f (0) — 1) ~ (k + 2) (0)? £0, 


+ log2. 


则 当 0<r<R 时 ， 
ret c(t bad) + ro) (nga) se) 


* st P) =(2 + im 人 ir) + (2 + 5) 6 a) + m(r, 全)| 
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1 (k+2) (i) — 
| 
log FEDO (SHO) = 1) 
ko? (k + If +2) (0)(f (0) — 1) — (k + 2)F 4490)? | 

该 定理 的 证 明 也 可 见 文献 [207]. 

$ ”上 述 两 个 定理 中 对 f(z) 在 z= 二 0 所 作 的 限制 是 可 以 去 掉 的 , 只 需 适 当 修 
改 相 应 的 余 项 S(7, f) 中 的 常数 部 分 . 另外 , PH Sr, 了) 仍 具 有 定理 1.5.1 及 其 推论 
的 性 质 . 

从 Hayman 不 等 式 及 定理 1.5.2 的 推论 立即 有 

推论 Gk f(z) 为 平面 上 的 亚 纯 示 数 ,之 1. Æ f(z) £0, f(z) #1, 则 f(z) 
必 恒 为 常数 . 

下 面 再 给 出 由 G.Frank 与 G.Weissenbornls2 所 建立 的 不 等 式 , 这 在 值 分 布 理论 
的 研究 中 是 非常 有 用 的 . 

定理 1.6.3(Frank-Weissenborn 引 理 ) i& f(z) 为 平面 上 超越 亚 纯 函数 ， 任 给 
E>0m>1 则 


nehsN 人 7)+TQ+aNCD+SC 人 


在 证 明 这 个 定理 之 前 先 给 出 两 个 引 理 . 
引 理 1.6.1 设 户 (2) (j==1,2,…,k) ABAD ARPA BR. Æ 户 fk 
线性 无 关 ， 则 fie, fe 的 Wrouskian 行 列 式 


fi oseo kk 
W(f,.… ,fk) 全 h 加 #0. 
fey peed 


证 明 “用 归纳 法 . 4 kh = 1 时 显然 成 立 . 假设 k=n 一 1 成立, ATE k = n 
ERY. 

假定 W(fis sfa) 三 0 . 因由 归纳 法 假设 Wio fa) 关 0,， 故 可 取出 子 
区 域 4cC DD 使 在 d 内 W(fi,… fa) # 0,00 AL fi(z) # ol =1,2,… ,于 是 
TE d 内 存在 n 一 1 个 全 纯 栈 数 C1(z),C2(z),… ,Cn-1(z) 使 


C1 (2) f? 404+ Oral = (Ed, p=0,1,,n-2). (1.6.1) 


在 行列 式 Wn, fn) 中 从 第 n 列 减 去 前 n 一 1 列 的 分 别 以 Cl(z)，… ,Cn-1(2) 
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为 系数 的 线性 组 合 , 再 顾及 (1.6.1) 式 就 有 


7 
三 0 (z €d), 
故 (n-1) | ... (n-1) _ p(n—1) 
Cf ++ Cnil) = fh (z €d). (1.6.2) 


对 (1.6.1) 的 每 一 式 及 (1.6.2) 式 两 边 求 导 就 得 


OI) ++ Ox al) fn = 0, 
CU) +o + Oh ale) fa = 0, 


CLAP? + + CLa(@ AE? = 0. 
由 Wifi, fn) £ 0(z E d) HEE 
Ci(z)=0 (z€d,j=1,2, +- ,n—1), 
故 Cj(z) 在 d 内 均 为 常数 GG = 1, ,n 一 1). 
再 由 唯一 性 , 可 知 在 区 域 D 内 恒 有 
fa = Caf to + Onifay 


从 而 矛盾 . 口 
下 面 这 个 引 理 容易 证 明 , 我 们 只 列 出 而 不 加 证 明 . 
引 理 1.6.2 & a(z) 与 所 (2)(j = 1…,n) HARM D 内 的 亚 纯 函数 ， 则 


W (a(z)fi,a(z)fo, , Q(z)fn) = a"(z)W(fi, fa, ot 1 fn). 


现在 来 证 明定 理 1.6.3. 任 取 定 自然 数 天 使 k <e. 


令 
WA) SW (CHP, (2A n). (1.6.3) 
由 行列 式 性 质 , 易 知 
Wf) = Wa tE, Sz f Af 
故 根据 引 理 1.6.1,W(f) Æ 0. 另外 可 验证 WO) 为 了 的 天 十 1 次 常 系数 齐 次 微分 多 
项 式 , 且 每 一 单项 中 只 出 现 阶 数 > n 的 的 导数 . 故 若 令 


wif) 
CO 


则 
mir, A) = S(r, f™) = S(r, f) 
再 结合 引 理 1.4.1 就 有 
0< m(r, 3) = T(r, A) 一 N(r, =) + O(1) 
= N(r, A) — N(r,3) + S(r, 月 
< N(r,W)+(k+1)N (r, aa) - (k + DN(r, f™) + S(r, f). 


另外 由 (1.6.3) 式 可 知 , WS) 的 极点 必 是 f 的 极点 , 再 由 引 理 1.6.2 有 


n+k+1 
W(f)= pranw (4, Z “ ena), 


PE f 
所 以 
N(r,W) < (n+ 2k+1)N(r, f). 
于 是 
0< (n+2k+1)N(r, f) + (k+ 1)N (r, z5) — (k+ N (r, f) 
- n(k + 1)N(r, f) + S(r, f) 

< (n+ R)N(r, f) + (k+ DN (r, an) —n(k+1)N(r, f) + S(r, f), 
由 此 得 

n(k + 1)N(r, f) < (K+ DN(r, 7m) + (n +k)N(r, f) + S(r, f), 
故 

nN.) < N (ra) + ENON +96) 


< N(r, 705) +(1+e)N(r, f) + S(r, f). 


至 此 定理 证 毕 . 
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本 章 将 给 出 在 球面 距离 意义 下 亚 纯 函 数 序列 的 收敛 性 概念 ， 并 把 全 纯 函 数 族 
的 正规 性 概念 与 亚 纯 函数 族 的 正规 性 概念 统一 在 球面 距离 的 意义 下 . 今后 本 书 中 关 
于 函数 序列 将 出 现 按 球面 距离 与 按 通 常 意义 两 种 收敛 性 概念 几 没有 出 现 按 “球面 
距离 ”的 收敛 性 均 指 按 通 常 意义 的 收敛 性 . 


2.1 在 球面 距离 意义 下 亚 纯 函数 序列 的 收敛 性 


定义 2.1.1 设 a,bEC, 我 们 称 一 非 负 实数 为 a 与 已 之 问 的 球面 距离 , 记 作 
la, bl: 
la — b| 


i+ lal? i+ bP 


la, b| = 1 (2.1.1) 


一 ae) a # 00,b= 00, 
4/1 + lal? 


0, a=0o,b=oo. 


根据 球面 距离 的 定义 不 难 验 证 下 面 的 性 质 : 


a Æ œ,b £ œ, 


|a, b] < la ~ b\(a 天 oo, b # oo), 
ja, c| 和 |a, b| + |b, cl, 


11 
| |a, b| = | | (2.1.2) 


a’ b 


1 4 + 1 
— <1 
logi Ty 十 log |a| + log™]b] Tg, 可 


(a # b,a # 00, b £ ov). (2.1.3) 


定义 21.2 BAP {an} CC, 称 {an} 按 球面 距离 收敛 , 如 果 存 在 a E C, 使 
jim an, al = 0, 此 时 a RA {an} 在 球面 距离 意义 下 的 极限 , 也 称 {an} MIRO SE 
HAF a. ER, 如果 a 关 00, 或 点 列 {an} 中 除 有 限 项 外 均 为 有 穷 数 ， 则 a 即 为 
通常 的 极限 . 

类 似 于 柯 西 准则 , 我 们 立即 有 

引 理 2.1.1 数列 {an} CC 按 球面 距离 收敛 的 充分 必要 条 件 是 任 给 e > 0, 存 
在 正 整 数 N, 使 得 当 m,n > N 时 ,|an,am| < Ee. 
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下 面 我 们 给 出 在 球面 距离 意义 下 函数 序列 一 致 收敛 的 概念 . 

定义 2.1.3 称 一 函数 序列 {f(z)}(fn(z) 可 取 值 无 穷 ) ARE 上 按 球 面 距 
AKR, 如果 任 给 se > 0, 存在 正 整数 N, 使 当 n,m >N tfal), f(z)| < 
e(z € E). 

定义 2.1.4 {fa 为 区 域 D 内 的 一 亚 纯 函数 序列 , 我 们 称 { 户 (z)} 在 区 
域 D 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 , 如 果 {f(z)} A D 内 任 一 有 界 闭 域 上 按 球 距 一 致 收 
化. 

此 时 , 根据 引 理 2.1.1 可 知 {f(z)} 在 D ERRERA -BKAT IREA 
极限 函数 , 为 了 讨论 极限 函数 的 性 质 , 也 为 了 讨论 在 球 距 意 义 下 的 收敛 性 与 在 通常 
意义 下 的 收敛 性 的 关系 , 我 们 证 明 以 下 性 质 . 

定理 2.1.1 设 {f(z)} 为 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 序列 , 则 {所 (z)} Æ D Lk 
焉 内 用 一 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 D 内 每 一 点 z, 总 存在 A(z) CD, 使 {fn(z)} 
或 G EG RON) 在 A(z) 上 按 通 常 意义 一 致 收敛 . 


证 明 根据 (2.1.2) 式 及 Heine-Borel 定理 , 其 充分 性 是 容易 证 明 的 . 现 证 必要 
性 . 
设 f(z) 为 极限 函数 , 并 任 取 定 z € D. 根据 (2.1.2) 只 需 讨论 f(z0) 4 co 的 情 
É. 任 取出 一 闭 圆 Azo, p) c D. 根据 条 件 , 存在 一 正 整 数 m, 使 当 z € A(zo,p) 时 ， 
f(z), fm(2)| < 一 一 一 一 一 . 由 于 f(z) 为 亚 纯 函数 , 故 存在 一 较 小 正 数 < p, 
6V1+ |f (z0) 
使 当 z € A(zo,r) 时 , |fm(z), fn (z0)| < i 于 是 , 4 ze Alzo,r) 时 


6y/1 |F)? 
1 


f(z), F(z0)| < |f 62), fm(2)| + fn(2), Fm(Z0)| + Lfm(20), f (20)| < 一 天 一 一 一 ， 
| i ai 24/1 + |f (zo)? 


由 此 可 知 , 在 A(zo,r) 上 f(z) #00, H. 
f(z) - flo) 1 


Vitor 2 


<9 
这 表明 f(z) 在 A(zo,r) 上 有 界 , 设 |f(z)| < M(z € A(z0,7)). 又 根据 定理 条 件 , 存在 
充分 大 的 正 整数 N 使 当 m > N 时 
1 
[fn(z), f(z)| < DVT EAE 
F224 ze A(z,r) En >N 时 
1 1 
v1 + M2 < 1+ I? 


(z € A(zo,7)), 
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故 
JV14|fr(z)2 <2V14+ M2 (z € A(zo,r)). 
由 此 可 知 当 n> N 时 ,fn(z) 在 A(z0,7) 上 没有 极点 , H 


[fa(2) — F) < 20 + M’) Sale) FL 


这 表明 {fn(z)} 在 A(zo,r) 上 按 通 常 意义 一 致 收敛 . 口 

推论 1 ELARA) {fa} 在 区 域 D 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 亚 纯 函 
数 f(z). 若 f(z) ABR D 内 全 纯 , 则 {fn(2)} 在 万 上 按 通常 意义 内 闭 一 致 收敛 于 
F(z). 

由 定理 2.1.1, 可 得 极限 函数 的 如 下 性 质 . 

定理 2.1.2 ARR D 上 掖 球 距 内 闭 一 致 收敛 的 亚 纯 画 数 序列 {fn(z)} 的 极 
Rik f(z) 在 万 内 或 为 亚 纯 函数 或 恒 为 00. 

证 明 ”根据 定理 2.1.1, 极限 函数 f(z) 有 如 下 性 质 , 对 区 域 D 内 的 任 一 点 2 
必 存 在 一 邻 域 A(z) C D, 使 f( (2) 内 全 纯 . 现 假定 f(z) 关 oo. 设 


f(z0) # oo(zo € D). 任 取 一 点 ze D, 用 完全 属于 D 的 折线 工 连接 zo 与 z. 根据 上 
面 的 性 质 及 Heine-Borel 定理 , 存在 L EWA 20,21, 2n- 二 各 及 相应 
的 邻 域 A(z0), A(z1),-… , A(z), 使 在 每 个 这 样 的 邻 域内 , f(z) 或 天 一 FO 全 纯 , 还 可 要 
求 每 相 邻 两 个 邻 域 没 全 公共 点 . 因 f (zo) # 00, 所 以 在 Alo) A, 或 者 f(z) 全 纯 或 者 
FA 全 纯 晶 不 恒 为 零 . 对 于 后 一 种 情形 , 此 时 f(z) 亚 纯 , 因此 f(z) 在 A(zo) 内 亚 


纯 . 用 同样 的 方法 , 可 以 从 f(z) 在 A(zo) 内 亚 纯 推 得 f(z) 在 A(z1) 内 也 亚 纯 . 依次 
类 推 , 最 后 得 到 f(z) 在 A(z) 内 亚 纯 . 至 此 定理 证 毕 . 口 

定理 2.1.3” 设 {所 (z)} HER DD 内 的 全 纯 函 数 序列 , M {fn(z)} AD 上 按 
球 距 内 闭 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 [ME 或 者 在 D 上 内 闭 一 致 收敛 ， 或 者 在 
D 上 内 闭 一 致 趋 于 ow. 

证 明 “充分 性 是 容易 证 明 的 , 我 们 只 证 必要 性 . 

设 {所 (z)} 在 D _EREREB ABOU f(z). 根据 定理 2.1.2,f(z) 或 恒 为 co 
或 是 D 内 的 亚 纯 函 数 . Æ f(z) 恒 为 oo, 则 显然 fhe) 在 上 内 闭 一 致 趋 于 o. 
SL f(z) 为 D 内 亚 纯 函数 . 根据 Heine-Borel 定理 , 只 需 证 明 对 任 一 点 zo € 也 ,都 
存在 zo 的 一 个 邻 域 , 使 {f(z)} 在 此 邻 域内 一 致 收敛 . 根据 定理 2.1.1 存在 zo 的 一 


个 邻 域 A(z0), 使 {所 (四 } 或 { po EA- 致 收敛 如果 是 后 者 , 即 { no! 
1 


在 A(zo) 上 一 致 收敛 于 全 纯 函 数 -一 Fo’ 由 于 oy # O(n = 1,2," .小 再 注意 到 f(z) 
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ALE, 故 在 A(z0) 内 a #0, 于 是 {加 (2)} 在 20 的 一 个 邻 域内 一 致 收 和 
至 此 定理 证 毕 . 口 

推论 2 设 亚 纯 函 数 序列 { 户 (z)} 在 区 域 D LRRIEAM-AKAT LAS 
数 f(z). 车 {f(z)} 为 万 内 的 全 纯 函 数 序列 , 则 f(z) 在 D 内 全 纯 , 且 {f(z)} 在 
D 上 按 通常 意义 内 闭 一 致 收敛 于 f(z). 

B a,b 为 两 个 有 穷 复 数 , 不 难 验证 , 存在 仅 依 赖 于 a b 的 正常 数 使 对 任意 两 
个 复数 21, 22, 总 有 Jaz, +b, azz +d] < klzi, zal. 又 因为 任何 分 式 线性 变换 都 可 分 解 
成 线性 变换 与 反 演 变换 的 复合 , 故 有 如 下 性 质 : 

定理 2.1.4 “ 亚 纯 函 数 序列 的 校 球 距 内 闭 一 致 收敛 性 在 分 式 线性 变换 下 是 不 
变 的 ， 


2.2” 亚 纯 函数 正规 族 理论 的 基本 概念 


本 节 介 绍 亚 纯 函数 正规 族 理论 的 基本 概念 与 性 质 . 

定义 2.2.1 设 太 为 区 域 刀 内 的 一 族 亚 纯 函 数 . 如 果 从 F 中 任 一 函数 序列 
{fn(z)} 均 可 选 出 一 个 子 序列 {f(z)} 在 区 域 D 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛, 则 称 F 
在 区 域 D 内 正规 ， 

我 们 知道 ,P.Montel 在 建立 正规 族 理论 时 , 对 全 纯 函 数 族 情形 和 亚 纯 函数 族 情 
形 给 出 了 正规 性 的 概念 ， 下 面 指出 它们 与 本 书 按 球 距 的 定义 所 给 出 的 概念 是 等 价 


= 


定理 2.2.1 R FABRA 万 内 的 一 亚 纯 函 数 族 , 则 丰 在 万 内 正规 的 充分 必 
要 条 件 是 如 果 从 三 的 任 一 画 数 序列 {fn(z)} 中 均 可 选 出 一 个 子 序 列 {fn.(z)} 有 如 
下 性 质 , 对 于 D NEAR z AAMIR AG) CD, R Uma 或 天 
BARELA A(z) 上 一 致 收敛 . 

这 个 定理 从 定理 2.1.1 立即 就 可 推 得 . 

另外 , 由 定理 2.1.3 立即 有 

定理 2.2.2 8 FARA D 内 的 一 全 纯 函 数 族 , 则 下 在 DD 内 正规 的 充 要 条 
件 是 从 下 的 任 一 函数 序列 {f(z)} 中 必 可 选 出 一 子 序列 或 者 在 D 上 内 闭 一 致 收敛 
或 者 在 刀 上 内 闭 一 致 起 于 ov. 

我 们 还 要 引入 在 一 点 正规 的 概念 ， 这 将 给 今后 判断 函数 族 是 否 正 规 带 来 很 大 
的 方便 . 

定义 2.2.2 E FARA DD 的 一 族 亚 纯 范 数 . RAF AD 内 一 点 z0 正 
ML, 如 果 存 在 20 的 一 个 邻 域 A(z0), E F Ë Alzo) 内 正规 . 

下 面 我 们 将 给 出 在 区 域内 正规 与 在 一 点 正规 之 间 的 关系 . 


fn (2) 
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定理 2.2.3 设 丰 为 区 域 万 内 的 一 亚 纯 函数 族 , 则 三 在 DD 内 正规 的 充 要 条 
件 是 下 在 DD 内 每 一 点 正规 . 
证 明 必要 性 显然 , 现 证 充分 性 . 设 {f(z)} CF. 首先 构造 一 列 有 界 区 域 {D;} 
使 Di c Dj4i, D; C DG = 1,2,…), U Di = D. 根据 定理 条 件 及 Heine-Borel 定 
j=l 
理 , 可 从 {fa(z)} 中 选 出 子 序列 {fin(z)} 在 Di 上 按 球 距 一 致 收敛 . 同样 的 方法 可 


从 {fin(z)} 中 选 出 一 子 序列 {fon(z)} C {fin(2)}, 在 D。 上 按 球 距 一 致 收敛 , 这 样 
继续 下 去 得 一 串 子 序列 : 


{fin(z)} D {fan(z)} D---, 
显然 子 序列 {fnn(z)} 在 每 个 D; 上 都 按 球 距 一 致 收敛 , 再 结合 Heine-Borel 定理 可 
知 {fnn(z)} 在 D 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 . 至 此 定理 证 毕 . 口 


由 定理 2.1.4 立即 有 

定理 2.2.4 “ 亚 纯 函数 族 的 正规 性 在 分 式 线性 变换 下 是 不 变 的 . 

研究 一 个 亚 纯 函 数 族 在 什么 条 件 下 正规 , 即 对 正规 定 则 的 研究 , 是 本 书 的 中 心 
AA. 我 们 首先 给 出 一 个 经 典 的 正规 定 则 即 Marty 定 则 . 读者 以 后 会 看 到 , CEA 
书展 开 主要 研究 内 容 的 出 发 点 . 它 所 给 出 的 条 件 不 仅 充 分 而 且 必 要 , 并 有 旦 有 别 于 其 
余 大 部 分 的 正规 定 则 . 

定理 2.2.5(Marty 正规 定 则 )” 设 下 为 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 , 则 下 在 DD 
内 正规 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 有 界 闭 域 局 CD, 存在 一 正 数 M = M(G), 使 对 每 
个 filz) Ee F, 

IF (2) 
1+ |f(2)/ 
即 球面 导数 之 集 {f#(z)} 在 D 上 内 闭 一 致 有 界 . 

在 给 出 此 定理 的 证 明之 前 我 们 先 证 一 个 引 理 . 

引 理 2.2.1 BK {fn(2)} 为 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 序列 且 在 D 上 一 致 有 界 , N 
we —F 5 (fr, (2)} 在 万 上 内 闭 一 致 收效 ， 

证 明 设 |f(z)| < M(z € Dn =1,2,---). 由 Cauchy 积 分 公式 , 可 知 相应 的 导 
函数 序列 {f(z)} 在 D 上 内 闭 一 致 有 界 . 以 下 用 对 角 线 方法 证 明 从 {fn(z)} 中 可 取 
出 一 子 列 在 D 上 内 闭 一 致 收敛. 我 们 把 D 内 的 一 切 有 理 点 记 为 21,… ,zn,… AR 
据 Bolzano-Weierstrass 定理 , 可 选 出 一 子 序列 {fin(z)} C {fn(z)} 在 点 z 收敛 . [Al 
样 又 可 选 出 一 子 序列 {fos(z)} C (fan (2)} 在 点 za 收敛 . 如 此 继续 下 去 , 可 取出 对 角 
线 函数 序列 fual), fo2(2),… ,fnn(2),… 在 每 一 点 zyG = 1,2,---) 上 都 收敛 . 以 下 
验证 函数 序列 {fnn} 在 D 上 内 闭 一 致 收敛 , 任 取 有 界 闭 集 ECD, 显然 存在 一 
TER 5(< 1) 使 


<M (z€G), (2.2.1) 


va U A(z, 6) C D. 
z€E 
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不 难 验 证 V 也 是 有 界 闭 集 , 故 {e EV 上 一 致 有 界 , 设 
OISE kerv). 


任 给 s > 0(s < 3K), 根据 Heine-Borel 定理 , 存在 有 限 个 有 理 点 21,0 ,zx 使 


k 
5 
EcU (i: —2\< sx) . (2.2.2) 


因 {fan (2)} 在 G= k) 上 均 收敛 , 故 存在 一 正 整数 N, E4 n,m > N 时 
fan (23) — fmm lz) <È (=1,2,..,k). 


对 任 一 点 ze E, th (2.2.2), FETE zC < j < R) HE le- zil < gos, THE 


|fnn(z) 一 fmm(z)| S lfnn(z) 一 fra(2;)| + \frn(zj) 一 fmm(zi)| 


+ foam) fron) < 22- lma (Ot SS 2K 4G <e, 

至 此 引 理 证 毕 . o 

下 面 是 定理 2.2.5 的 证 明 . 

证 明 。 先 证 必要 性 . 假定 对 某 -一 有 界 闭 域 到 c D, 存在 一 函数 序列 {f(z)} CF 
及 点 列 zn € G, 使 

Geol 
nbo TF falen (2.2.3) 

不 妨 设 zn 一 zo € G(n 一 o0), ER zo 的 一 邻 域 A(z0), A(z0) c 了 ,由 大 的 正规 性 ， 
存在 {f(z)} 的 子 序列 (fa (2)} 在 (zo) 上 按 球 距 一 致 收敛 于 亚 纯 函 数 f(2) 或 一 
BUA oo. 如 果 是 前 者 , 则 与 (2.2.3) 式 矛盾 ; 如 果 是 后 者 , 根据 (2.1.2) 式 及 (1.3.5) 
式 也 与 (2.2.3) RFA. 

再 证 充分 性 . 任 取 定 zo € DD 使 f(e) # 0,co. 再 取 zo 的 一 个 邻 域 A(z0,6) 使 
(20,6) C D. 根据 条 件 , 存在 正 数 M 使 


Wo <M F,z € A(z0,6 
I < (f € F,z € A(zo,8)) 


设 fle) e F. $ z= z +r (0 <r <ô) K 


h(t) = arctan | f (zo + te®)| (O<t<r). 
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任意 固定 +:0 <r < 6. 取 69 使 得 线段 而 z 上 没有 f(z) 的 零点 和 极点 . 这 样 h(t) 为 
0,7] 上 具有 连续 导数 的 实 函数 . 于 是 


| arctan |f(z)| — arctan |f (zo)|| = |h(r) - h(0)| = | f i w earl . 


而 A(t) = — $ 4d | f (zo + te’) | 
1+ |f (zo + teio)| dt 


2 | Retin f(e+te®)) 
1+ |f (zo + te®)|? dt 


_ flætt) e n iĝ 
it I(x +t (5 (In (f (zo + te »)) 


lfl tte) po (#8 + ce") 


14+ |f(zo + te'#)|? f (2 + te?) 
故 I i 
\h’(t)| < \f (zo + te) z 
1+ |f (zo +te®)| 
由 此 有 


IF (2o + te?) | 


lt < Mr = Mz — zol. 
1+ |f(z0 + te!)| 


| arctan |f(z)| — arctan |f (zo)|| < J 


于 是 ,车 |z 一 zo| < min {4,57}, M4 |(eo)] <1 时 
arctan |f(z)| <i = 2+2 = 5. 
因此 
If(z)| < V3. (2.2.4) 
而 当 |f(z0)| > 1 时 ， 
arctan |f(z)|.> Re 
由 此 得 1 
IF) > a (2.2.5) 


另外 由 连续 性 可 知 , 对 z = zo + rei 中 的 O 所 作 的 限制 可 以 去 掉 . 从 而 (2.2.4) 式 或 
(2.2.5) 式 在 Alzo, 6) 上 成 立 . 若 f(z0) = 0 或 co, 则 在 点 zo 附近 适当 取 一 点 , 考虑 
仍 可 使 (2.2.4) 式 或 (2.2.5) 式 成 立 . 再 根据 引 理 2.2.1, 定理 2.2.4 及 定理 2.2.3 就 可 
H FE D 内 正规 . = 


2.3 Hayman 猜想 . 29 . 


由 Marty 正规 定 则 及 其 证 明 过 程 立刻 就 得 
定理 2.2.6 E FARA D 内 的 一 亚 纯 函数 族 , 则 丰 在 万 内 正规 的 充 要 条 
件 是 对 任 一 点 zo E D, 存在 zo 的 一 邻 域 A(z0) CD 及 正常 数 M = M(zo) RFP 
每 个 f(z) 在 Ala) 内 或 者 恒 有 |f(z)| <M RHA Ol <M. 
2.3 Hayman 猜想 


本 书 前 言 中 已 指出 ,W.K.Hayman 所 提出 的 关于 正规 定 则 的 猜想 已 在 20 世纪 
七 八 十 年 代 全 部 被 证 实 , 本 节 将 列 出 这 些 正规 定 则 , 其 中 定理 2.3.3, 定理 2.3.4 及 定 
理 2.3.5 是 被 进一步 改进 的 结果 , 并 就 定理 2.3.1 用 消去 原始 值 方 法 予以 证 明 . 在 本 
书 第 3 章 中 还 将 用 Zalcman-Pang 方法 给 出 定理 2.3.1, 定理 2.3.3 及 定理 2.3.5 的 新 
的 证 明 . 

定理 2.3.19 设 丰 为 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 , 之 1 为 一 正 整 数 , 若 对 于 
任意 fe 下, fF 40,f 41, BAF AER D AEM. 

定理 2.3.2015 ik FARA DAWSR RRA >I A- ERR. BAHT 
任意 的 f oF ff’ #1, PAF ABR D 内 正规 . 

定理 2.3.3(26 46.217] ig FARA D 内 的 亚 纯 函数 族 ,k 之 1 为 一 正 整 数 . 车 
对 于 任意 SOF SP f EL RA FERR DAER. 

定理 2.3.4 A FARA D 内 的 全 纯 了 画 数 族 ,a( 尖 0) 为 一 有 穷 复数 ,之 2 
为 一 正 整数 . 若 对 于 任意 FCF SF -fea 那么 FARA D AEM. 

定理 2.3.5[26, 46:217) gg FABRA 万 内 的 亚 纯 函 数 族 ,a( 天 0) 为 一 有 穷 复数 ， 
上 > 3 为 一 正 整数 . ITEE SEF, f'-f 4a, MAF ABM D 内 正规 . 

注 定理 2.3.2 是 定理 2.3.3 的 特殊 情形 , 定理 2.3.4 是 定理 2.3.5 的 特殊 情形 ， 
我 们 在 这 里 列 出 来 是 为 了 反映 在 各 个 研究 阶段 数学 工作 者 们 所 取得 的 成 果 其 中 
定理 2.3.1 由 文献 [89] 得 到 ; 关于 定理 2.3.2, 当天 >2 时 由 文献 [210] FH, Bk=1 
时 , 由 文献 [145|] 得 到 ; 关于 定理 2.3.3, 当 之 5 时 由 文献 [210] 得 到 , 当 大 之 3 时 ， 
由 文献 [88] 得 到 , 当 上 大 二 2 时 由 文献 [147] FH, 当 上 二 1 时 分 别 由 文献 [46], [26] 及 
[217] 得 到 ; 关于 定理 2.3.4, 4 k =3 时 由 文献 [62] FH, Bk = 2 时 由 文献 [212] 
得 到 ; 关于 定理 2.3.5, 当天 一 5 时 分 别 由 文献 [121], [120] 及 [113] 互相 独立 得 到 , 当 
二 4 时 由 文献 [148] SH, 当 上 二 3 时 分 别 由 文献 [46], [26] 及 [217] 得 到 . 

在 证 明定 理 2.3.1 之 前 我 们 还 需 二 个 引 理 , 这 也 是 应 用 消去 原始 值 方法 证 明正 
规定 则 时 常 需要 的 性 质 , 它们 的 证 明 可 参阅 文献 [91]. 

引 理 2.3.1 当 a>e 及 zx>0 时 有 


1 
logz + alog*logt zS a(loga — 1) + logt r. 
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引 理 2.3.2 3 U(r) 为 一 非 负 非 减 的 画 数 , 定义 在 区 间 0 < < RE, 又 设 
1bRcHALK, 若 不 等 式 


1 
U(r) < alog*U(p) +b (or = 十 log p+ log) +e 


于 0<r<p<R 时 成 立 , MNHO<r< RA 


U(r) < 4(a+b) (108 R 


1 
l + + 2 
R| og R + log z) + 20(0+b+1) 十 2c. 


现在 我 们 来 证 明定 理 2.3.1. 

证 明 ”根据 定理 2.2.3 及 定理 2.2.6, 我 们 只 需 证 明 对 任 一 点 z €D 及 zo ATE 
一 领域 A(zo,r) C D, 存在 一 正 数 K, 使 对 任 一 {f(z)} C F EE A(z g) 内 或 
REH O< K, 或 者 但 有 || < K. M FO = Spf re +a), PUB FO) 在 
|z| < 1 WTH H. 


F(z) #0, F® (z) #1 (lzļ|<1). 
区 分 两 种 情形 ， | 
情形 1 在 圆 |z| < = 内 , EA 


POLHE +--+ EO (2 + E | > 3 
此 时 再 分 两 种 情形 : 
1 
情形 1.1 在 圆 |z| < 页 内 , 或 者 恒 有 |F (2)| < 1 或 者 恒 有 | (2)| > 1. 


情形 1.2 EB jz| < 二 内 存在 一点 zi, 使 (zl = 1 于 是 当 0<r< 二 


16 
时 , 有 
k+l ; 
1 FY 
m (r Zi; 7) < 2 m (x Z1; T) + log8(2 + k). 


再 应 用 定理 1.5.1 的 推论 2 及 引 理 2.3.2 就 有 
3 1 
T (Ga >) < K. 


1 1 
logt M (sp 7) < K. 


2.3 Hayman 猜想 . 31 . 


情形 2 EM jz| < 去 6 内 存在 一 点 aa, 使 


|F (22)| + IE" (e)l t [EO a) ROY (0)| < 3 (28.1) 


我 们 又 区 分 两 种 情形 . | 
情形 2.1 在 贺 |z| < A, HA | Fe+D(z)| <3 L 于是 结合 (2.3.1) 式 可 知 ， 


EM |z| < ait A IF (2 ) <k+2. 
情形 2.2 在 圆 |z| < 元 6 内存 在 一 A zs (E [POTD (za)| > ,于 是 在 图 lel < = 
内 存在 一 点 za 使 pany a) | = 3 B4 z © zz AY, FEED (2 < L 因而 当 


ZE Z224 时 ， 


|E® (2)| < [PF (22)| + fe )dét| < 


由 此 , 特别 地 有 [FO (a) < =, 且 通 过 依次 积分 , 可 得 |F (24)| < 大 十 1 
这 时 再 区 分 两 种 情形 
情形 2.2.1 [FU (za)| > 5. 


3 
应 用 定理 162 于 加 A (1 了), 当 0<"< 了 时 ,有 
2 Peet) 1 
T(r, z4, F) < (2 + 3 m (« Z4, x) + (2 + i) log 


1 F(k+1) FR) 1 F(k+2) 
E eCe E e GE) eE 


= 


F (z4)(F™ (za) — 1) 
FOR+)) (24) 


ah FED (24) FO (24) — 1) 
EET KOE EFIR D EO (a) — 1) -AFD P| 
FE+D 
为 了 估计 上 式 右 六 我 们 应 用 定理 15. 的 推论 2 于 mm( mn zu p) Bem(r za 
Fo) F(k+1) 
T) 其 中 取 0<r<p< 了 又 应 用 定理 1.5.1 的 推论 1 F m (mz, 二 ) 


F (k+1) 
PO) j logtT (oz FO), 而 


F(k+2) 
m (ran pa J EPRE O <r < pp = Br +p), 这 时 ,出 现 了 项 log*T 了 (pz4 


FC) 
T (0,24, F®) <(k+1)T (p',24,F) +m (wa T) , 
一 一) 


T (w, za, F&D) < (k +2) T (p, z4, F)+m (r. za — p 


pa . Fe) Flk+1) 
再 应 用 定理 1.5.1 的 推论 2 于 mm (wa =) Bem (wa F )， 其 中 0< < 
p, 这 样 就 有 
1 
T(r, 24, F) < gh + logt- “+ logt pur + logt p + logt T(p, z4, F) 


+ logtlogt 


1 
log* logt — 
+ log log | [FH (z4) — 1| 


E 
F(z4)| 


1 1 F(za)(F™ (za) — 1) 
+logt 二 4 4) 
+ log" log el + 人 


FEM) (24)(F® (z4) — 1) 
(k + 1)FO+2) (z4)(F (z4) — 1) — (k + 2)FE+D (24)? 


zlog 


3 no 
于 0<r<p< 了 成立 


1 
在 上 式 两 端 同 加 OB Ral 应 用 Jensen 公式 与 引 理 2.3.1, 并 计 及 


3 < |P@ (z4) 一 1| <1, |F (za)| <k +1, [Pen (24)| = 5, 


|x +1) F+ (24) (Fo (z4) — 1) — (k +2) PRY) (z4)"| 


k+l k+2 28 
> 之 二 
4 64 64 


就 有 
1 +1 + 1 十 1 
T | rz 二 | < K |1 +log™- + log’ —— + log'T | p, 24,5 
F r p-r F 


于 0<r<p< 3 成 立 . 再 应 用 引 理 2.3.2, 有 


1 1 
T (j 7) < K. 


2.3 Hayman 猜想 .33. 


由 此 得 


情形 2.2.2 [FU (za)| < 我 们 又 区 分 丙种 情形 ， 


情形 2.2.2.1 ZEB lz| < 二 5 内 恒 有 [FOR (z)| < =. 这 时 , Æ je] < = 
Al, HA |F (z)| < 天 十 3. 

情形 2.2.2.2 an 中 < 内 存在 一 RR zs, fH [FOF (z5)| = = 5 z € Z425 
时 ,|Fw+3) (25)| < 2 因此 


1 1 1 
[rary (zs)| < [rer (za) + J plkt2) (z) dz < 3 + 16 < 7? 


425 


1 1 1 
jroo (zs)| > |r (za)| _ J PlR+2) (z) dz| > 8 16 = 16， 


425 


并 且 还 有 


< 工 -[ 工 < 
7 32 4 


|F (25)| < |P® (24)| + J F&*+) (2) dz 


425 


IF (z5)| < 天 十 2. 


再 仿照 情形 (2.2.1) 的 讨论 , 应 用 定理 1.6.2, 可 得 


综合 以 上 各 种 情形 可 知 , 在 圆 A (oz) 内 或 者 伍 有 |F (2)| < k, 或 者 恒 有 


Faw | < k, 因而 相应 的 f(z) 在 圆 A (zo, 2) 内 也 具有 此 性 质 . 这 就 证 明了 定理 
2.3.1. 口 
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前 面 两 章 已 经 介绍 了 正规 族 的 概念 , 以 及 利用 界 轿 定 理 证 明了 一 些 正 规定 则 . 
我 们 发 现 , 这 些 正 规定 则 是 建立 在 相应 的 Picard 型 定理 的 基础 上 的 . 

Bloch 曾经 提出 : 相应 于 每 一 个 Picard 型 定理 , 必定 存在 一 个 正规 定 则 , 具体 
的 提 法 为 : 设 P 是 一 个 亚 纯 函数 的 性 质 . 若 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 /在 复 平面 上 满 
EER P, BI (f,C) < P, UVE f= 常数 . 那么 对 于 区 域 D 上 的 亚 纯 函数 族 F, 它 
的 每 一 个 元 素 f EKR D 上 满足 性 质 P, BI (f, D) E P, 则 必 在 区 域 D 上 正规 . 

我 们 将 此 称 为 Bloch 原理 . 虽然 Bloch 原理 不 是 很 精确 , 但 它 对 正规 族 理论 的 
发 展 起 了 重要 的 推进 作用 . 


3.1 Zalcman 引 理 


在 这 节 中 , 将 对 一 些 特殊 的 性 质 P 证 明 Bloch 原理 . 

引 理 3.1.1 设 DCC 为 一 个 区 域 . F ABM D 内 的 一 个 亚 纯 函 数 族 , 一 1 < 
a<l#FADAKEM, 则 存在 

(1) 点 列 zn € D, lenl<r<; 

(2) 函数 列 fn EF; 

(3) 正 数 列 pn 一 OF, 


使 得 {Peed} 在 C EARSRIE A-BAT -NER KOERA E), 
并 且 
g* (€) < g#(0) =1. 


$ a=0 的 情形 是 由 Zalcman[216] 证 明 的 , BPR [l46] 证 明了 -1<a<1 


的 情形 . 
证 明 ”为 简单 起 见 , 只 证 a = 0 的 情形 . -1 < a < 1 的 情形 可 参照 引 理 3.1.3 
的 证 明 . 


i F TE zo € D 不 正规 . 由 Marty 正规 定 则 , 存在 2% 一 zo, BBO fn E F, iE 
得 f# (zt) 一 00. 不 妨 设 DD 为 单位 圆 盘 A, |zo| <r <1. 设 


M, = max(r? = jz), f(z) =(r? 一 len| SË (zn). 


3.1 Zalman 引 理 .35 . 


那么 由 Ma > (r? — ji DSEG), 推 得 Mn 一 00. & pn = 1/fF (en), 可 得 pn/(7 一 
|en) = (r + |2n|)/Mn < 2/Mn — 0. 所 以 函数 


gn(é) = fn(zZn 十 pné) 
定义 在 |< Rn = (r — 2n)/Pn > œ E. X 


r? — |znl? 


#(£) = p, ft 2L 4 gl 
gË (E) = Pn fZ (Zn + pné) S r2 一 |zn + pnl?’ 


以 及 {(r? = lenl?)/(r? — len + pn€|?)} TE C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 1, 故 
gt (€) <1. 


直接 计算 , 9 (0) = 1. - 

注 闭 太 在 点 加 不 正规 ,可 要 求 zn zo 我 们 将 此 留 给 读者 自 证 . 

定理 3.1.1 设 -1<a< 了 已 是 一 个 亚 纯 函 数 的 性 质 , 满足 

(1) # (f,D) € P, 则 对 于 任意 D CDA (f, D’) € P; 

(2) # (f, D) € P, ele) = az +b (a 40), MI (EZE, o-(D)) € P; 

(3) 假定 (fna, Dn) € P, Dı C D2 C Ds C +++, 以 及 UDn 三 C. 如 果 {fn} 在 C 
上 按 球 距 内 闭 一 致 收 伊 于 亚 纯 元 数 f(z), 则 (f,C) EP 并且 f= PR. 

那么 下 = {f| (jf,D) € P} AD LEM. 此 时 也 称 了 是 一 个 Bloch 性 质 . 

很 明显 , 定理 3.1.1 的 证 明 可 由 引 理 3.1.1 直接 得 到 . 

定理 3.1.1 是 在 对 性 质 P 加 了 若干 个 附加 条 件 的 基础 上 证 明了 Bloch 原理 . 

例 3.1 设 已 是 一 个 亚 纯 函 数 的 性 质 ,，(/, D) e P 的 充 要 条 件 是 f #0, 1, 00. 
容易 验证 P 满足 性 质 (1), (2) 和 (3). 从 而 由 定理 3.1.1 得 知 , P 是 Bloch 性 质 . 从 而 
证 明了 Montel 正规 定 则 . 

下 面 的 引 理 是 对 零点 均 为 重 级 函数 来 进行 讨论 的 . 

引 理 3.1.2 Hf SERNA A 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 它 的 零点 至 少 是 kM, 
-l<a<k, A21. 如 果 满 足 

(1) 对 于 了 的 任何 一 个 零点 20, |f (20)| < A 

(2) 存在 z*, |z*| <7<1 使 得 

GQ = le rPI e] 
(= let/rP 2 + FOP 


那么 存在 mC A 0<t<1 使 得 


sup (b= lz/r2)toete f(z) = lz0/r |?) tet] o)l 
isl<1 (= fe /r Pete + fF (L = |zo/r/?)?t?* + |F (20)? 


2 kA+1, 


=kA+1. 
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证 明 设 (1 — je/r P tette|f’ (2)| 
Pt) = Aree Ff 
那么 FF 在 二 元 区 域 C = {(z,t): |2]<7,0<t< 1} 上 是 连续 函数 . 首先 证 明 


kA, a=k, 
F(z,t) < (3.1.1) 


lim 
(1~|z/rl2)t—0 0, a<k. 


所 以 可 设 (1 一 \2n/T|?)tn 一 0, |znl <r,0<th <1 以 及 Zn > 20, |zo| <r. 如 果 
f (zo) #0, 那么 i 


2 1l+a 1 
Jim F(zn,tn) < Jim (1 一 |= ) pra lf nl = 0. (3.1.2) 


” |f(n)P? 
假定 f (zo) = 0, 那么 有 

f (Zn) = ap(z — z0)? (1 + o(1)), 

f" (2n) = pap(z ~ 29)°*(1 + 0(1)), 
HH p> k. 

MF -1 < a < 1, 很 明显 地 有 
l-a 
Jim F (Zn; tn) < Tim (1 _ =[) TEIS n) = 0. 


(1 = [n/r Ptn 
lim ~ 一 一 一 一 一 
和 一 OO |zn 一 20| 
#0 < B < oo (这 里 (3.1.3) 式 的 极限 不 一 定 存在 , 我 们 可 选取 子 列 使 (3.1.3) 有 
意义 ). MR BSA 


=B, (3.1.3) 


l-a 
Ze) eels Gall 
r 


lim F(zn,tn) < lim ( — 
N00 用 一 DO 


= Tim [pap(zn — 20)?" *| 
n21 ln/ 


|zn zole! 
C- fen Pe a 


0, os p (3.1.4) 
7 [2mm]kla,|/B*-* < kA, a=k=p. B 


= lim plapllzn — 20|" * 
NOOO 


3.1 Zaleman 引 理 . 37 . 


WR B <1, W 


Zn 


(1 = |zn/r P) tR] (2n) 2N, IF Gn) 
F(zn,tn) S DCT [Fem (1 = tn Fel: (3.1.5) 
右 式 的 第 一 个 式 子 的 上 界 < 5. 如 果 B #0, 那么 对 a <p 
lim (1 — l2n/r|? etal f (Zn) — Tim B*|zn — zol*lapl|zn — zol? 
n= (1 一 lén/r|? )2°t20 十 |f (zn)? ~ poo Ba] 一 20|2c 十 |apl?lzn 一 20|22 
= Ty Melee 一 - 
=0. (3.1.6) 
另 一 方面 ， 
lim (1 eare | - lim (1 fn Ptn P = Bp (3.1.7) 
n=% if ( n= r Zn ~ 20 
由 (3.1.5), (3.1.6) 和 (3.1.7) 式 得 
= 0, a<p, 
tim Jim F (2nstn) {2 (3.1.8) 
< Z Bk < kA, a=k=p. 


这 就 证 明了 (3.1.1) 式 . 现在 炒 让 明 引 理 + 给 定 F(z*,1)>kA+1. HU = {(z,t) € 
C: F(z,t) > kA +1}, HE to = inf{t : (z,t) € U}. 不 难得 知 0<to<1. 取 zo, 使 
得 (20, to) €U. 再 由 (3.1.1) RA |zo| <r, 所 以 F(z, to) =kA+1. 口 
引 理 3.1.3 设 太 是 单位 圆 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , F 中 的 每 个 函数 的 零点 的 重 
级 至 少 是 k 并 且 
(1) # f(z) = 0, 必 有 |f(z)| < 4; 
(2) 下 在 单位 圆 内 不 正规 , 那么 对 于 每 一 个 a,0<ack, 存在 
(a) 实数 7,0<r<1l; 
(b) 点 列 zn, len] <r; 
(c) 函数 列 fr € F; 
(d) 正 数列 py > 0+ 使 得 函数 (betet) 在 C LARRIEK PA BUK Ak 


于 一 个 亚 纯 函数 gE), HA g#(€) < g#(0) =kA+1. 
证 明 因为 下 在 人 上 不 正规 , 由 Marty 定理 得 知 : 存在 实数 7*,0<r*<1， 
点 列 2%, | 区 | < 7* 以 及 函数 fn € F,n=1,2,-->, 使 得 


tae a 


>» OO. 


HEr 0<r<r*<1. 因为 


/| 、 ( E An [faal 
(1 — Jez /r Pe + Sai) ~ L+ fala) 


很 明显 不 等 式 的 左边 趋 于 co. 由 引 理 3.1.2, 存在 zn Al tn 使 得 , |en] <r, 0 <tr <1, 
并 且 


* 
Zn 


r 


(3.1.9) 


G Je/r Pt] O (A len/r Peele Cen) 
SUP LAEE Fale U len PBS + lend TE 


(3.1.10) 
从 而 有 
(= J r BHR pa) ara rt)| 
KAEL epee fa) Ca ar OEF he 
由 (3.1.9) 3k, 
/A 
an Yaz /rp a) + 
所 以 有 dm tn =0. 设 Pn 一 (1 一 |zn/r|? jtn, 那么 


从 而 我 们 得 知 , 函数 on(€) = falen + PE) 在 区 域 El < Rn 上 有 定义 ,其 中 
Rn = (r 一 l2n|}/Pn 一 Cc. 经 简单 计算 可 知 


OL C- lenr P EREN (en + pE) 8112 
1+ |gn(€)I? (1— |2n/r||?)2082% + |fnlen + pnf)|?’ ` 


再 由 (3.1.10) 就 得 到 


g# (0) = ea =kA+1. (3.1.13) 


对 于 |El < R < Rn, 可 得 

len|? — 20n R — ÈR? < an + pn€l” < [enl? + 20r R + PnP’, 
在 任意 的 紧 子 集 上 成 立 . 现 固定 es > 0, 24 n 充分 大 时 , 由 (3.1.10) AG 
(1 — |(Zn + pn€)/t|?) Fett faln + pné)| 


# 
GO) SE E) en pad) /rte + in (en + PrE) 
<(1+e)(kKA+ 1). (3.1.14) 
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由 Marty 正规 定 则 , {gs} 在 复 平面 C 上 正规 . 不 妨 假设 (an) 在 C 上 按 球 距 内 闭 - 
致 收敛 于 亚 纯 函 数 9. 由 (1.1.13) 和 (1.1.14) 式 得 


g* (€) < g#(0) =kA+1. 口 


注 ” ”以色列 数 学 家 Zalceman [216] 证 明了 a = 0 的 情形 ; BER 471 证 明了 
-1 <a <1 的 情形 . KAPUR AREER. KS, 顾 永 兴 MARA 
EA 之 的 情况 下 , 证 明了 -1 < a < 此 的 情形 . 这 里 我 们 指出 条 件 ASI 不 是 本 
质 的 , 仅 是 为 了 叙述 上 的 方便 . 


3.2 Zalcman 引 理 的 应 用 


定理 2.3.1 的 证 明 ”不 妨 设 D 为 单位 贺 盘 A. 因为 F 中 的 函数 均 不 取 零 点 ， 
所 以 它们 的 零点 的 级 为 无 穷 大 . 若 在 区 域 A 上 不 正规 由 引 理 3.1.3, 存在 

(1) 正 数 7,0<r<1; 

(2) BR zn, Inl <r, n= 1,2,.…; 

(3) 正 数列 Pn, Pn 一 ot; 

(4) 函数 列 fn € F,n=1,2,--- 
使 得 (O) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 亚 纯 函数 gE), 其 中 


_ Fnl2n + pné) 
7 pk 


gn(é) ， 
并 且 g” (€) < g#(0) = 1. 

BH fa £0, E E1, 那么 gn £0, gh? #1. 由 Hurwitz 定理 , g 40 (AA GA 
常数 ). 下 面 证 明 gP 41. 

若 不 然 , 存在 Eo, gP (Eo) = 1. 由 Hurwitz 定理 , 不 难得 到 gE) = 1. 那么 gE) 
是 一 个 上 次 多 项 式 , 所 以 gE) BEM, 矛盾 . 

这 样 就 得 到 g 40, g Al. 由 定理 1.6.2(Hayman RER) 的 推论 , 9 为 常数 ， 
这 与 g#(0) = 1 矛盾 . 

定理 2.3.3 的 证 明 不妨 设 D 为 单位 圆 盘 A. 若 下 在 点 zo 上 不 正规 , 如 同 定 
H 2.3.1 的 证 明 , 存在 zn, pn 以 及 fn 使 得 


一 fn(zn + pné) 


Pn 


gn(é) 


在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 亚 纯 函 数 gE), H g#(&) < g#(0) =1. 
WE: grg Aa. 事实 上 , 若 存在 点 如 , E gE) E) = a, 但 是 


g* (Eg (E) = fe (zn 十 Pn) fi (zn + pn) #a, 


所 以 由 Hurwitz 定理 ， 
g*(é)g'(€) = a, 
从 而 有 
g+ (E) = 人 二 1)(a6 二 9) 

这 与 9(6) 是 平面 上 的 一 个 亚 纯 函 数 矛 盾 . 

由 此 推 得 gg' Aa. 由 文献 [26] 的 定理 2 得 9 = 常数 , 这 与 g#(0) = 1 FE. 

定理 2.3.5 的 证 明 ”假设 D 为 单位 圆 盘 A. 若 RRA 上 不 正规 , 由 引 理 
3.1.1, 存在 

(1) 正 数 7,0<r<1; 

(2) BBA) zn, |zn| <r, n= 1,2,…; 

(3) 正 数 列 pn, pn 一 OT; 

(4) 函数 列 fo © Fr = 1,2,… ,使 得 fgn(6)} 在 复 平 面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收 
SMF AH pRB gE). 其 中 gn (€) = ps fn(zn t+ pn€), a = T H g* (€) <g#(0) =1. 

因为 


dh €) — 98(€) = oR (ff en + Pn€) — FE (en + pn€) # PE a, 


所 以 由 pk 2a 一 0 5 Hurwitz 定理 , 得 


g'(€) — g”(€) =9, (3.2.1) 
或 
g' (€) — g” (€) #9, (3.2.2) 
由 (3.2.1) 式 得 
1 1 
KI ge = =z +C. 


因为 天 > 3, 所 以 9 不 是 单 值 的 亚 纯 函数 , 矛盾 . 
再 由 (3.2.2) 式 , 得 ， 
(=) #-(k-1). 
& f=1/9, %4 
FOF EL, 
矛盾 . 
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定理 3.2.1 R FABRA D 上 的 一 族 亚 纯 函数 ,为 一 个 正 整数 , b( 关 0) 为 有 
限 复 数 , h HARFER. 如 果 对 于 任意 SOF, f UREA >k, AHR: 

(1) Ers(0) = E sœ (b); 

(2) 对 任意 f OES, 0 < |f(*+D(z)| <h, 
那么 FERA D 上 正规 . 

这 里 , By(a) = {z€ D: f(z) =a}. 

+ 4 FE; (0) = 人 时 ,有 f(z) £0, FO (ce) AD. 这 就 表明 定理 3.2.1 是 该 定理 
的 推论 . 

下 面 的 一 个 例子 说 明 条 件 (2): 0 < [f+ (2)| < h ERRER. 

例 3.2 BE falz) = Glo +e-™*—2), W fy WE ATTRA, Ey(0) = E4(2) c 
Ey (0), 显然 {fa(z)} 在 单位 圆 盘 上 不 正规 ， 

定理 3.2.1 的 证 明 不妨 设 h > jb +1,D AMARA WRF EAE 
不 正规 . 由 引 理 3.1.3, 存在 Jn © F, zn € A 以 及 正 数 列 pn 一 07, 使 得 {on (E) 在 
复 平面 C EISEN — AT glé), g” (E) < 9# (0) = kh 十 1. 其 中 gn(€) = 
fn(zn + Pn€)/ pk. 

我 们 证 明 : 

(1) 9 的 零点 重 级 至 少 为 ; 

(2) Es(0) = Bg (b) C Egu+y (0). 


事实 上 , 设 géo) = 0, 那么 由 Hurwitz 定理 , 存在 En En > fo, 4 n 充分 大 时 ， 


有 


D= oly) = foal 


fP (en + pnén) =0, j=0,1,.. ,kl1; 
FED (zn + pnén)| < h 


以 及 FP len + pnén) =b. 所 以 


从 而 
go) = lim gf! (En) =0, j=0,1,2, k- 1. 


g (Go) = lim gn” (En) =b, 


g* (Eo) = lim pn ft) (zn + pnén) = 0， 


从 而 有 
E,(0) C Ege) (b) Cc Eyen (0). 


反之 , BOE) =b. 首先 我 们 有 MO 26. HIKE, HIE = b, M 9 为 一 
k 阶 多 项 式 . 因为 9 的 零点 的 重 级 为 k H gE) = b( 一 5)w/ 避 由 简单 计算 得 
< 人 


(3.2.3) 
jbl, Gl <4, 


从 而 有 9% (0) < k(lbl + 1) +1, 矛盾 ， 
另外 , Ag (Eo) =b Hg = b, 故 存在 EnEn 一 人, 当 n 充分 大 时 , 有 


FE (en + pnén) = gP (En) =b. 
再 根据 定理 条 件 就 有 
gn(én) = fnn + Pnén)/ pk =0 


及 
la) (En) = onl SEEP (zn + pnén)| < pnh. 


令 一 co, 就 得 g(&0) = 0 A g@* (Eo) = 0, 这 就 完成 了 (2) 的 证 明 . 

下 面 利用 9 所 满足 的 条 件 (1) 和 (2) 来 导出 矛盾 . 若 Bg(0) = g, 则 Eg (b) = 
4， 故 由 定理 1.6.2(Hayman KER) 的 推论 , 得 9 JERR, 矛盾 ， 所 以 存在 £, 
g(é0) = 0, 9) (Eo) = b, g**Y (Eo) = 0. 由 此 如 是 gt 一 的 重 级 零点 , 所 以 由 辆 角 
原理 , 存在 两 个 序列 {Eh}, {经 }, 使 得 lim € = fo, i= 1,2. 并 且 


gP (E1) = gP (62) = b, 
所 以 由 条 件 知 


gn(En) = gn(€2) = 0, 
9) = gn (ER) =0, 


gP (EL) = gP (E3) = 0, 


从 而 可 得 6 是 9 的 2k 级 零点 , 矛盾 . 口 
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3.3 Bergweiler-Eremenko 定理 


为 了 更 好 地 叙述 Bergweiler-Eremenko? 定理 . 我 们 首先 引进 一 些 概念 . 

设 /CC 一 C=CU{fcol 为 亚 纯 函数 . W acc, Alar) = {z: |z -a| <r}. 对 
任意 7 > 0 广 !(A(ar)) 的 一 个 连通 分 支 U(7), 使 得 当 ri < ra 时 , U(ri) C U (ro). 
则 


(1) Vue) = {2}. Ma= f(z), f(z) 40, BA f(z) U(r) LBM (r 7 


r> 
分 小 ). H a= f(z), E f(z)=0, 称 z 是 f(z) 的 一 个 临界 点 , 称 a 为 f(z) 的 一 个 临 
界 值 . 
(2) N U(r) =Ø. 很 明显 ,a 是 f(z) 的 一 个 渐 近 值 . 


定义 3.3.1 han f(z) 的 一 个 潭 近 值 . PRGA > 0, 使 得 当 > EU(r) 时 ， 
fiz) Za, Ha f(z) 的 一 个 直接 渐 近 值 . 若 不 是 直接 渐 近 值 , 就 称 为 非 直接 渐 近 
值 . 

引 理 3.3.1 i pO 3) 为 一 个 正 整数 , g 为 平面 上 的 一 个 亚 纯 画 数 ,级 pe S 
p—-3. 则 存在 一 个 整数 no 以 及 实数 列 Ry € (2202,27) (n > no), 使 得 位 于 闭 域 
A(0, 2") 中 的 阶层 曲线 g(z) = Rn 的 长 度 至 多 为 20., 

证 明 ”不 妨 设 g(0) 4 oo. W R > |g(0)| +1, 则 由 定理 1.2.1(Nevanlinna 第 一 定 
理 ) 


1 1 
no __sy < N( a+? | <T(2"*?,g)+logtR+e. 
n(2 som) ~( so) ( 9) + log 


nya Pn.) a 
Pnl )= 云 上 n ’g — Re® 


pn(R) < T(2"*?, g) + logt R + c. (3.3.1) 
BE L,(R) 是 位 于 AO, 2") 中 的 阶层 曲线 g(z) = RR 的 总 长 度 , Bn = 2P, an = 20., 
由 长 度 面积 不 等 式 I, 有 


Bn 12 
f la (RaR < 2af A (0, 2”)| = 2r222n， 
an Rpn(R) 


其 中 AC, 2")| 表示 该 区 域 的 面积 . 所 以 存在 Rn € (On, Bn), 使 得 


(Rn) < 


定义 


所 以 


Rnpn(Rn) 2072?” 


1 
Bn — Qn 
由 于 T (2°42, g) < (2"72)p-3 = 2020-3), 所 以 由 (3.3.1) 式 得 

In(Rn) < 2?"/?, 口 


引 理 3.3.2 i p(> 3) 为 一 个 正 整 数 , f 为 一 个 级 小 于 p 一 3 的 亚 纯 函 数 . 对 
于 任意 正 数 6 > 0, 存在 C >0 使 得 开 集 


E = {z : |F < C7 "lz?} 


中 的 每 个 分 量 B 的 直径 
diam(B) < € 


证 明 易 知 1/f' 与 f 有 相同 的 级 . 因为 
~ 2"P/2 + 2n2" 


Rn 


n=no 


收敛 , 所 以 对 任意 正 数 ©, 可 取 充 分 大 no, 使 得 


oo np/2 On” 
ames Fen" E (3.3.2) 
Ry 2 


N=NO 


那么 


4 n > no Bt, BE Vn = {2 : |z| <2", |g(2)| > Rn}, Mg = 1/f', 


v= Uh. 
因为 V 的 边界 是 由 位 于 Ko 的 阶层 曲线 |g(z)| = Ra 和 |z| = 2” 上 的 部 分 圆 弧 所 构 
成 . 在 这 些 圆 弧 上 满足 Ra < |g(2)| < Rapi. 由 引 理 3.3.1 和 (3.3.2) 式 就 有 
L, lg(2)l ldz] < eee oe <i. 

不 失 一 般 性 , 假定 g 在 圆周 |z| = 2" 上 无 极点 , 取 C > 1 HAZE |z| = 27° 
E, |g(z)/z??| < C.  E = {z : |g(z)| > Clzl2?}， 适 当 放 大 C, E E 在 圆 盘 
lz| < 2” 内 的 所 有 连通 分 支 的 直径 小 于 e. 下 面 考虑 E FE |z| > 2° 上 的 连通 分 
支 的 情形 即 可 . 对 于 z © E, |z| > 2°, 存在 n > no, 使 得 2") < |z| < 2", 那么 
lg(z)| > Clz|2? > C2m-D? > Ra, PRU ze Va CV. 

设 D 是 V 的 一 个 分 量 , CAA E 的 一 个 分 量 B, B C {z :|z| > 2}. 再 设 a, 
z € B, L BIER z2, 2 的 直线 段 . ALCB,My=L. me LC B, 那么 存在 a, b 
为 端点 的 线段 [日 C 使 得 (a,b) C C\D, a, b € OD, 由 9D 上 的 连接 a, b 的 有 
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FU BSE (a,b). 经 过 这 样 有 限 次 替换 后 得 到 了 一 条 曲线 y. 很 明显 , 在 Y 上 均 有 
lg| > Rn. 设 Tn 是 所 有 这 些 线段 (位 于 2" < |z| < 2” ) 的 并 集 , 故 


Fe- Flea < fetal < $+ f oa 


n=ng 


oO 
E 2n+1 
了 十 2 Rn 


n=ng 


< <E. 口 

定理 3.3.1(Bergweiler-Eremenko) & f 为 复 平面 上 的 有 穷 级 亚 纯 函数 ,对 于 
的 每 一 个 非 直接 渐 近 值 a, 存在 zn, f(zn) 一 a, f(zn) = 0. 

证 明 设 a 是 f(z) 的 一 个 非 直接 渐 近 值 , 取 充分 小 的 Ro, 使 得 0 g U(Ro), 并 
H f'(z) £0, z € U(Ro). 不 妨 设 a= 0. 我 们 构造 : 

(1) 一 列 渐 近 值 {an}, Ro/2 > jai] > faz] > …; 

(2) 一 列 互 不 相交 的 区 域 {Gn}, Gn C U(Ro/2), 并 使 f 在 Gn kÆ, Dn = 
f(Gn) 是 一 个 圆 盘 , 0 g Dn; 

(3) 渐 近 值 曲线 {Tr}, Tn C Gn, JEn) 是 一 条 直线 段 , 并 且 f(z) 一 an z 一 o, 
z ELT,. 

假定 an_1, Gn—1, Ti 已 经 存在 , 现 构造 an, Gn, Tr. 因为 0& Dy = f(Gx), 所 
以 可 取 Ry < lanal GË n = 1, Ri < E ), HE U Rn) O Gr =Ø (k <n). 因 为 
a =0 是 f 的 非 直 接 渐 近 值 , 所 以 存在 zn € U(Rn), f(zn) = 0. 由 假设 , f(zn) #0. 
所 以 了 在 点 zn 局 部 单 叶 . 设 其 反 函 数 在 点 wn = f(zn) = 0 FREA 


p(w) = zn + y Cmu™, (3.3.3) 

它 的 收敛 半径 为 rn. 我 们 断言 : 0 < rn < Rn. 

设 rn > Rn, 则 A= 2f(A(0， Rn)) 是 f(A, Rn)) 的 一 个 分 量 ， Zn € pA(0, Rn)). 
因为 U(R,) 是 连通 的 , 所 以 A = UCR). 这 样 就 得 到 S 在 U(Rn) 上 单 叶 ， F a 

Ban = rne? E y WARA, M Jan] = te < Rn < lan- < Roi <0 <> 
因为 y 在 圆 盘 

2rn ig Tn 
Da = fw: lw- “Be <=} 

上 全 纯 , 边界 上 仅 有 唯一 的 一 个 奇 点 an = re. 由 D 的 构造 易 知 0 g Dy. 设 
Gn = 9(Dn), 则 G 是 无 界 的 单 连通 区 域 . 事实 上 , 若 G 是 有 界 区 域 , p 可 连续 到 
边界 上 , 所 以 z* = vlan) E C, 那么 p 在 on 点 解析 . 这 就 是 说 z* € U(Rn) C U(ro) 


不 是 f(z) 的 临界 点 ( 即 an 不 是 f(z) 的 一 个 临界 值 ), 矛盾 . 又 Gn C U(Rn), 从 而 
GanGxr = @ (k <n). 最 后 设 线段 


n = {w = te? 


n 一 p(Ln). 
这 就 完成 了 (1), (2) 和 (3) 的 存在 性 证 明 . 
因为 在 U(Ro) 上 , f(z) # 0, 所 以 an 是 f(z) 的 一 个 渐 近 值 ， 易 得 , 沿 着 Tv 


趋 于 00 H}, f(z) 一 am W zn © Gn, mm = lanl. 当 z>zn 时 ,用 bn(z) 表示 集合 
{9 : ze? € Gn} 的 (A) 测度 , M 


2 
: gra St< Ta} C Dn, 


oo 
| 


D On (T) < 2x 
n=l 
由 Ahlfors 定理 7), 对 于 函数 了: Gna Dn 有 
1 lz| dg 
KORTA] 之 = 人 ZOn (£) 一 Cn; 2% (S Pn, (3.3.4) 
其 中 cn 是 常数 . 由 上 式 我 们 可 以 判定 : 对 所 有 的 n, 除去 至 多 4p+2 个 外 , WA 
jim inf (f(z) — an||zl22+1 = 0, (3.3.5) 


其 中 p(> 3) 是 一 个 正 整数 , p <p 一 3. 不 然 , 存在 C > 0, 对 充分 大 的 |z|， 
|f(z) = an] > Ce]?! 


n=1,2,--- 4p +3, |z| > £o = max{zn : 1 < n < 4pt 3}. 由 (3.3.4) Ñ 


|z| 
af < (p+ olsl+ Ol), 1<n<k 
Xo zxOn (x) 


再 由 施 瓦 效 不 等 式 


(wll) = (ES a U e) 
< ($+ L)log|2| +011) oi Oas), 


由 于 bi(z) + O0(a) + + Oap4a(x) < 2x, 则 


(4p + 3) (oa) < [(4p + 2)log|z| + O(1)]log |z| 


To 
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当 |z| 充分 大 时 就 得 到 矛盾 . 


.47 ， 


不 妨 假设 (3.3.5) 式 对 所 有 的 了 成立 . 下 面 证 明 : 对 每 一 个 n, 存在 序列 {zn} C 


Pn, 2ng 一 00 (j 一 00), 使 得 

Uf (emg) < leng. 
注意 到 了 将 Fw 映射 为 让 线段 , 则 当 z 充分 大 时 

Ial) -an= f res 
这 里 积分 路 径 为 工 & (3.3.6) 式 不 成 立 , 那么 
IFG) > le? 
对 (BD 充分 大 的 2 eT 成立. 那么 由 (3.3.7) 式 得 到 
1 人 -ol> fo lal? Medel > Slat, 


这 与 (3.3.4) 式 矛 盾 . 这 就 证 明了 (3.3.6) 式 成 立 . 
因为 Ro/2 > lai] > laz) > …， 那么 若 设 


1 ar 
e = Zmin{la; — aj]: 1 <i <j < 2p}, 


则 有 © < Ro/8. 由 引 理 3.3.2, 对 上 述 的 6, 存在 C > 0, 使 得 已 = {z 
Oel) 的 某 一 个 连通 分 支 B 均 满足 


diam(f(B)) < €. 
对 于 每 一 个 m% 取 eh 使 得 


IPER S lAl? 


Iza] > C, 
以 及 
lf (zx) -—anl<e, 1<n< 2p. 
由 此 
lf (zx) — fz) > 2e, 1<n<k< 2p, 
以 及 


3 
Fl +E < ho: 1<gn< 2p. 


(3.3.6) 


(3.3.7) 


ELE < 


(3.3.10) 


(3.3.11) 
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由 (3.3.8) 式 和 (3.3.9) 式 推 得 
F < CTT, 1 <n < 2p. (3.3.12) 


设 Bn 是 E PHEA z 的 那个 连通 分 支 , 由 引 理 3.3.2 和 (3.3.11) Ñ, f(Bn) C 
{w : hw| < zo} 但 是 U(Ro) 是 fol ({w : w| < Ro}) 的 一 个 连通 分 支 , (Ro) 和 
Bn 均 包 含 zh, 所 以 

Bn CU(Ro), 1<n< 2p. 


由 引 理 3.3.2 和 (3.3.10) 式 得 B 是 互 不 相交 的 . 
因此 在 U(Ro) E, f(z) #0, 所 以 函数 


u(z) = —log| f’(z)| — 2ploglz| — logC 


是 U(Ro) 上 的 次 调和 函数 . 在 Bn E, u(z) > 0. 在 OB, E, ul(z) = 0. 这 就 是 说 ， 
Bn H {2 € U(Ro) : u(z) > 0} 的 一 个 连通 分 支 . 由 Penjoy-Carelman-Ahlfors 定 
理 198), 可 得 f'(z) 的 级 (也 就 是 J(e) 的 级 ) 至 少 为 p, 矛盾 定理 证 完 . 口 

由 定理 3.3.1, 可 得 下 面 一 个 有 用 的 推论 : 

推论 hf 是 复 平面 上 p(< co) 级 亚 纯 函 数 , Rf 只 有 有 限 个 临界 值 ， 那么 
钱 的 渐 近 值 的 个 数 不 超过 2p. 

引 理 3.3.3 &fEBAREMLH-TUEFRYUDAHK, 它 的 有 限 临 界 值 
是 一 个 有 界 集合 . 如 果 RR 是 临界 值 集 会 的 一 个 上 界 , 则 每 一 个 fD) HP ER 
复 平面 的 单 连通 区 域 , 其 中 Da = {w :|w| > R}. 

证 明 iV Æ f DR) 的 一 个 分 量 , 而 9 是 广 ! 的 一 个 分 支 , g(DR) CV. R 
A(t) = g(et), t € H = {t : Ret > logR}. 因为 互 是 单 连通 区 域 , 由 单 值 性 定理 , h(t) 
是 吾 上 的 单 值 解析 函数 , 分 两 种 情形 讨论 : 

情形 1 是 单 叶 解析 函数 , 则 V = AH), 从 而 V 是 单 连通 区 域 . 

情形 2” 若 h 不 是 单 叶 函 数 , 则 存在 最 小 正 整 数 m, 以 及 to EH, E 


h(t0) = h(to + 2mni). 
当 此 一 tp| 充分 小 时 , A(t) — to 一 rani 也 充分 的 小 . 所 以 存在 t, 
h(t) = A(t’). 


HA E ERLA) = {t+ 2kaj|j = 1,2,---}, BPA E = t+ 2mai, 由 此 得 到 h(t) = 
h(t 十 2mni), 即 h(t) HERA 2xmi 为 周期 的 周期 函数 . 从 而 存在 区 域 {P : lel > Rm} 
上 的 单 叶 函数 

ol(p) = aip + ao + ap ter 


3.3 Bergweiler-Eremenko 定理 - 49. 


使 得 

h(t) = pl"), teH. 
所 以 

Je) =p I", ze pfp: [pl > RF}. 

如 果 ay Fx 0, ny 

f(z}=ayp™2", z> 00. 
这 就 表明 f(z) 是 有 理 函数 . 所 以 a = 0. 从 而 p({p : |p| > R&}U {co}) 是 一 个 单 
连通 区 域 , 不 难得 知 这 个 区 域 恰 为 V. g 

引 理 3.3.4 设 feB 是 复 平面 上 的 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 , 它 的 有 限 临 界 值 

和 渐 近 值 是 一 个 有 界 集合 ，Ro 是 它 的 一 个 上 界 . 当 民 > Ro 时 有 


pen > EERE ape > R), 
证 明 V E SDa) 的 一 个 连通 分 支取 cg V. Fit Le) 为 log (2-0) 


在 V 上 的 一 个 单 值 解析 分 支 , H = {t : Ret > logR}. & 

S(t) = L(g(e") —o), 
其 中 : g : DR 一 V, 9(f(z)) = z, z EV. 不 难得 知 , OC) 在 H ER, OCH) 不 含有 
半径 超过 x 的 圆 盘 . 所 以 由 Bloch 定理 


T 


i 
< 
I” ®| < B(Ret — logR)’ 


teH, 


其 中 B H Bloch 常数 . 从 而 有 


g'(e* Jet I 
g(et) —c| ` B(Ret — logR)” 
因为 ef = f(z), 所 以 
to | EDA] < x 
(z= f'(2) ze |` B(logif(@)|~ lok) 
AW |z ~el < 2lz|, log|f(z)| > 2logR WH B > 3 即 得 引 理 的 结论 . 口 


下 面 证 明 : 
定理 3.3.2 i /为 开平 面 上 的 有 穷 级 的 超越 亚 纯 函 数 ,并且 有 无 限 多 个 重 级 
RA, 则 对 任意 有 限 非 零 复 数 a, -a 有 无 限 多 个 零点， 
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证 明 ig F= f/a, 所 以 只 要 证 F 一 1 有 无 限 多 个 零点 即 可 . GARR, 由 定理 
3.3.1, 2—F(z) 没有 非 直接 渐 近 值 . 由 Denjoy 定理 , 2- F(z) 至 多 只 有 2p, PAE 
值 . 故 z 一 F(z) 的 有 限 临 界 值 和 渐 近 值 是 一 个 有 界 集合 , 故 为 有 界 的 . 因为 F(z) 有 
无 限 多 个 重 级 零点 , 可 设 zn 一 00, Flen) = F’(zn) = 0. 由 引 理 3.3.4 


1— F'(zn) 1 
n > n 一 F(zn)|. 
z zn F(En) Tz 8! F(zn)| 
即 1 
> — 
12 Toz Elen: 
AUS m 


注 : 该 定理 对 无 穷 级 的 亚 纯 函 数 (LEE BA) 不 成 立 . 
定理 3.3.3 i f(z) 为 开平 面 上 的 一 个 超越 亚 纯 济 数 , n ALEK, PA fof’ 
te AT AER AIR LRA AIR Ik. 
证 明 i Fle) = 于 FT BA PTE RE ABR 
情形 1 # F(z) 仅 有 有 限 个 零点 , 由 Hayman 不 等 式 , F' = f"f' 取 任 何 有 限 
复数 无 限 多 次 . 
情形 2 ” 若 F(z) 有 无 限 多 个 零点 , 我 们 再 分 两 种 情况 : 
情形 2.1 FP 是 有 穷 级 的 亚 纯 函 数 . 由 定理 3.3.2, F 取 任何 有 穷 复 数 无 限 多 
K. 
情形 2.2 AP 为 一 个 无 穷 级 的 亚 纯 函 数 , 从 而 f 也 是 无 限 级 的 . 那么 , 存在 
zn > 00, 使 得 les) 
Zn 
Pe) = T+ FAP 
设 fn(z) = Flen +2), |z| < 1. ABA {fn(z)} 在 z = 0 不 正规 由 引 理 3.1.8, 
存在 {fn} 的 子 列 (不 妨 就 设 为 {fn} 自身 ), 以 及 A 一 0 正 数列 pn 一 0 使 


得 [EEE } 在 复 平面 C 上 按 球 中 内 闭 一 致 收 全 了 一 个 非常 数 的 亚 纯 机 数 
pn 


=> o. 


g(é), 满足 g#(é) < g#(0) 一 1. g 的 级 是 有 穷 的 . 若 g”g' Æ 1, 由 上 面 的 证 明 可 知 g 
是 有 理 函 数 . 所 以 
gE E =1+0(1), E> o. 


1 


i") ~é E>, 


第 4 章 ”涉及 例外 函数 的 正规 定 则 


在 第 2 章 和 第 3 章 里 ,我 们 主要 讨论 函数 族 中 的 函数 及 其 导 函 数 不 取 固定 常 
数 的 亚 纯 函 数 族 的 正规 性 ; 本 章 我 们 将 讨论 函数 族 中 的 函数 及 其 导 函 数 不 取 固 定 
函数 (全 纯 ) 的 亚 纯 函 数 族 的 正规 性 ,主要 介绍 杨 乐 、 庞 学 诚 .L.Zalcman 等 人 在 这 
方面 的 研究 成 果 . 


4.1 不 取 零 点 的 亚 纯 函 数 族 的 正规 性 


杨 乐 ([206], 定理 1) 改进 了 顾 永 兴 (定理 2.3.1) 的 结果 , 证 明了 

定理 4.1.1 BF ARK 万 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , k 是 一 个 正 整 数 , h(z)( 关 0) 
在 区 域 D 内 全 纯 . 若 对 于 F 中 的 每 一 个 函数 上 有 f(z) £0, f(z) he), WF 
在 口内 正规 . 

证 明 设 zo A D 内 任意 一 点 , 以 下 我 们 证 明 FE z 处 正规 . 分 两 种 情况 讨 
ie. 

情形 1 h(zo) #0, 不 妨 设 hlzo) = 1, WF FE zo 处 正规 ， 事实 上 , 假如 F 
在 zo 处 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 点 列 zn > zo, BON" falz) < F, 正 数 列 
Pn > Ot, 使 得 gnl) = pa*fn(zn 十 pn6) 在 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 
的 亚 纯 函数 9(6), EL o(C) #0. 

由 于 


g(¢) — 1 = lim gh) (C) — h(zo) = lim [ALY (zn + png) — Alen + pn]. 


而 fo (2) hle) 40, 于 是 由 Hurwitz 定理 , Mg (O = 1, R gO #1. 因此 由 
g(C) £0, 可 知 gO (C) #1. 故 由 Hayman RRA, gO 是 常数 函数 ,， 矛盾. 所 以 
F TE zo 处 正规 . 

情形 2 hlz) = 0， 则 存在 5 > 0， 使 得 A(zo,6) = {z: lz -zl < E 
于 DD 内 , BEKARE, h(z) 除去 z 外 没有 其 他 零点 . 由 以 上 的 讨论 可 知 ， re 
A'(zo,6) = {2:0 < |z — zo| <6} 内 正规 . 设 { 户 (z)} 是 下 中 的 任意 函数 列 , WE 
有 一 个 子 序列 , 不 失 一 般 性 , 我 们 仍 记 为 {fn}, 在 区 域 D Aa ESRI PBB a 
一 个 极限 函数 f(z). 以 下 再 分 两 种 情形 ， 

情形 2.1 £0. Hf Foo, 则 由 Hurwitz 定理 可 知 , E A (z8) AS 40. 于 
是 有 
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f (zx 十 se") 


min 


=A>0, 
O<O< 2a 


其 中 4 是 一 个 常数 . 
因此 对 于 充分 大 的 nn 有 


A 
> > 0. 


fn (> 十 Sel e) 
因为 f 是 亚 纯 函 数 且 在 A(zo, 6) = {2 : |e — 201 < 5} A fn 40, FÆ 1 fn FE 

A(zo,6) 内 全 纯 . 因此 1/fn 在 A(z0,6/2) = {2: |z 一 zo| < 6/2} 上 全 纯 , HA 

1 2 


OOo 


一 oO < -. 
oLbcon Ifa(20 + 2a) A 
于 是 由 最 大 模 原 理 得 到 | 2 
TG A’ 
|z zol<3 
即 


in 5 ifn(z)| > £ >0. 


[z-z <5 


2 
因此 存在 {fa} 的 一 个 子 列 在 Alzo, 6/2) 内 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 . . 

Æ f = 00, M {fn} Æ A’(20,6) 内 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 co， 所 以 {fn} 在 
{z: |z- zo] = 6/2} 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 co. 于 是 对 于 任意 大 的 正 数 M, 4 n 


充分 大 时 有 
fn (z + 5) 


以 下 与 前 面 一 样 讨论 可 知 , 存在 {fn} 的 一 个 子 列 在 A(z0,6/2) 内 按 球 距 内 闭 一 致 
收敛 . 

情形 2.2 f=0. 则 {fn} 在 A(20, 6) 内 内 闭 一 致 收敛 于 0. 于 是 A/a} 和 
{(f /h)’} Œ A'(z0,6) 内 也 内 闭 一 致 收敛 于 0. 因而 由 畏 角 原理 ,， 当 n 充分 大 时 有 


6 of) 6 1 
N (pafi -N D TO 


1 Uae )/h(z)) -a 
I. soles, POA) — 


>M> 0. 


ococon 


<1. (4.1.1) 


2ri 


42 涉及 零点 重 级 的 亚 纯 函 数 族 的 正规 性 .53. 


由 此 可 知 , 对 于 充分 大 的 n, 有 


6 5 ô l 
< < L (k) — = 一 ~mn 
N (5.20.44) <N (of /h 1) x (Bo xe): 


由 于 SP /h A 1, FÆ fn TE A(20, 6/2) = {2 : |z- zol < 5/2} 内 全 纯 . 从 而 在 此 小 圆 
内 {fn} 内 闭 一 致 收 但 于 0. 于 是 下 在 zo 处 正规 , 即 FED AER. g 

由 定理 4.1.1 即 得 

推论 ” 设 FARADAY- ALARAK, k- ER. 若 对 于 F 中 的 每 
一 个 函数 上 有 Fle) Az, POl z 则 大 在 万 内 正规 ， 

关于 这 方面 进一步 的 结果 请 参看 文献 [66], [86], [169], [170]. 


4.2 涉及 零点 重 级 的 亚 纯 函数 族 的 正规 性 


庞 学 诚 , L. Zalcman 等 人 [154 159, 194) 进一步 改进 了 定理 4.1.1, 他 们 证 明了 

定理 4.2.1 设 丰 为 区 域内 的 一 族 亚 纯 薄 数 ,是 一 正 整 数 , h(z)( 关 0) 在 
区 域 D 内 全 纯 且 它 的 零点 均 为 重 级 震 点 . 车 对 于 F 中 的 每 一 个 函数 Sf, fF 的 零点 
重 级 >k+2, L f(z) # hlz), MF AD AEM. 

由 定理 4.2.1 即 得 如 下 结果 : 

推论 ” 设 下 为 区 域 DD 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , 上 是 一 正 整 数 . BAT F 中 的 每 
— HK f, 了 的 零点 重 级 之 kk 十 2, 且 je)(z) Al, MF AD AER, 

定理 4.2.2 8 FARA 万 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , k 是 一 正 整 数 , h(z)( 关 0) 在 
区 域 D 内 全 纯 . 若 对 于 三 中 的 每 一 个 函数 S, 三 的 零点 重 级 之 上 十 2, 极点 均 为 重 
级 极点 , Bf”) (z) hl), WF AD AEM. 

定理 4.2.3 ” 设 太 为 区 域 刀 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , k ERK, h(z)( 冯 0) 在 
区 域 D 内 全 纯 . BASF 中 的 每 一 个 画 数 有 ,的 零点 重 级 之 k 二 3, fP) # hl), 
则 大 在 万 内 正规 ， 

为 了 证 明 上 述 结果 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 

引 理 4.2.1 设 p(z), q(z) 是 两 个 互 素 的 多 项 式 , degp =n, degg =m, M< n, 

q(z) ， 
= (23) #0, 则 有 


Q)m=0; D =, RF (40), DR ER, 


证 明 ” 先 证 明 (1) 成立. 当天 = 工时 


(k) / to y 
(2) = (2) = ip Pe (4.2.1) 
p p p 
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设 
Q(z) = amz” + am_12™ | + +--+ a0, am #0, 
p(z) = bnz” + bn—12”7! +-+- + bo, bn #0, 


则 有 


q'p — p'q = (m—Nn)ambnz™t"! 十 … 十 (aibo — aobi). (4.2.2) 


Ra (S) 4 0 则 由 420422 知 ，gp 一 pg 的 零点 一 定 是 oP ME 


点 . 设 4p 一 pq 的 零点 分 别 为 c1,c2,… ,<c1, 其 相应 的 重 级 分 别 为 ni n,n, 则 
由 pa ERA, c 是 p 的 ni 十 1 重 零 点 , FRA ma 十 ra 十 :mL =ntm—Il, 
2(ni 十 nz 十 …ni 十 1!) < 2n, HEERS, O< mt+l <1. F#l=1, Ml m=0;, F1=0, 
则 由 (4.2.2) RA, n+m—1=0, BH m < n, Ni m = 0. 因 此 k=1 时 (1) 成立. 


(n) 
EH k= ntt (1) 成 立 , 下 面 证 明 b= n +1 时 (1) 仍 成 立 . 设 (2) =, 


q (n+1) q 7 
其 中 Dejan 是 两 个 互 素 的 多 项 式 , 则 有 (2) = (2) 40. 用 归纳 法 不 难 证 明 


deg qn < deg pn, 所 以 由 前 面 的 论证 得 deg gn = 0, 因此 有 (2) = 里 天 0, 于 是 即 
得 degg = m = 0. 于 是 (1) 得 证 

下 面 我 们 证 明 (2) 成 立 . 由 结论 (1) 知 2 = 二 ,其 中 pl 是 ”次 多 项 式 , 显然 
工 关 0. 当 大 = 工时 | () - (5) - = -AO 4 0, 于 是 所) 的 零点 一 定 是 
pi(z) 的 零点 ,由 此 不 难 验证 mm( = (az +6)", BEL = fk k= 1 O) 
成 立 当天 > 2 时 , 记 (2)" = (= L) £0, 其 中 perce BEAM SAR, 


Pk-1 
H deg qu—1 < deg ps, 由 (1) 知 an = 其 中 R(z) 是 多 项 式 , 因此 由 前 面 


R(z)’ 
(k) 
fei, 得 R(z) = (az +h)", 于 是 (2) = areal = ES aa 其 中 


n O bob on 
ane I 2, 由 此 结合 (1) 即 得 p Taz +0" 一 一 一 一 , 其 中 ~ 引 理 4.2.1 得 证 . 口 


引 理 4.2.2 3 f(z) = anz” + an-12"! +--+ ao + a, a0, @1,°** ,Qn 是 
常数 ，an £0, g(z),p(z) 是 两 个 互 素 的 多 项 式 , 且 degg < degp,k R-EBR. & 
f(z) #1, MA 

(1) n=k, Fi nlan = 15 


1 
(2) (2) = g +: n taz taot atom’ 
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(3) 若 f(z) 的 零点 的 重 级 均 > k+1, WEE (2) AP m=1, L f(z) = 
eto”, 其 中 a,b,c,d, 是 常数 , a£0,c£0. 
证 明 ”我 们 先 证 明 (1) 成 立 . Fin < k, WA 


(M2) = (oz 二 Qn-12" +e H ao H E 
其 中 qee) pele) 是 两 个 满足 dega < degre 的 也 素 多 项 式 . BA JOO = BE) ~ 
1 有 解 , 与 fO ALF. Altn k An>k, WA 


(k) 
FOl) = (an2” + an yz") +--+ ay) + (43 


pi(z) + (a2) = p(z) + wl) 


(2) pr(2) 


这 里 pi(z) 是 满足 deg p1 > 1 的 多 项 式 , ge, pr 是 满足 deg an < deg pr 的 互 素 的 多 项 
式 . 显然 方程 


Pk(z) Dk(z) 


有 解 , 这 与 JO ALP. 因此 <k, FÆ n= k. 
故 得 f(z) = blag + EE 这 里 gi(z), pele) 是 满足 deg qs < deg pr 的 互 素 的 


f(s) =pl) + BO) = Pel) Fe) _ 


pr(z)’ 
多 项 式 . 由 于 fO 41, 我 们 断言 klar = 1. 事实 上 , 如 果 klar #1, N klak = 1+0, 
040, FÆR JOO = 140+ BS a1 a tala 
Pki? 


显然 apk(z) + q(2) = 0 有 解 ， 因 此 fO) = 1 有 解 ,与 f(z) 41 PE. 于 
是 我 们 推 得 bla, = 1. 因此 结论 (1) 成 立 . 


以 下 我 们 证 明 (2 et Hh (1) (e) = yok +o baz + ao + a. 于 是 有 
(k) 
(k) (2) = qz) (k) qe) 
f o- (G N” .因此 由 f(z) #1 BB (2 : “ch 0 于 是 由 引 理 41, 
nz = g” zZz a —__ 
得 p(2) = GE 即 得 f(z) = 十 … +az + o + Cr+ by 
最 后 我 们 证 明 (3) 成 立 . © 4 ple) = aH +--+ aiz + ao, W 
z)(az + b)™ 
f(z) = plz) + = = ee (4.2.3) 


BE p(z)(az +D" +1 WEAN a, ,因为 f(z) 的 零点 的 重 级 Sk +1, 所 以 
co  p(z)(az +b)” +1 MBB (> k+1) 的 零点 ,于 是 ca Æ [p(z) (az +b)” +1) 
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的 重 级 为 i - 1(> 月 的 零点 显然 c A =, 于 是 由 有 p(2)(az +b)” +1 = (az + 
b)™—1[p'(z)(az+b)+map(z)] 知 ，cl Æ p'(z)(az+b)+map(z) 的 重 级 为 ni-1(> k) 的 
零点 . 由 deg(p'(z)(az+b)+map(z)) < k, 可 得 mi = 大 +1. 因 此 cl  p(z)(az+d)"4+1 
仅 有 的 重 级 为 上 十 1 的 零点 ,于 是 即 得 p(z)(az +b)” +1 = Biz = ca), 这 里 B 
是 一 个 常数 所 以 我 们 推 得 四 = 1, f(z) = pe) 25 = GEO tt (3) 成 
立 . o 

引 理 4.2.3 hh @ 是 一 个 非常 数 有 理 函 数 , mk 是 正 整数 ， 则 

(1) 着 @ 的 零点 重 级 均 > 天 十 2 则 在 复 平面 C 上 Q((z) = 1 FM; 

(2) Æ Q 的 零点 重 级 均 >k+2, 则 对 于 任意 的 正 整数 m>2, 在 复 平面 C 上 
Q®)(z) = zm AM; 

(3) $Q 的 零点 重 级 均 2 有 十 3， 则 对 于 任意 的 正 整 数 m, 在 复 平面 C 上 
QY)(z) = z 有 解 ; 

(4) # Q MR SEAN 2k42, 且 它 的 极点 的 重 级 除 z =0 外 均 > 2, 则 对 于 
任意 的 正 整数 m, 在 复 平 面 C ERO) = zm AM. 

证 明 $ 


gmtk k 


ge) =Q0) - Baym t (4.2.4) 


则 g®(z) = QP (z) —2™ 41. 
由 于 四 种 情形 的 证 明 是 类 似 的 , 以 下 我 们 只 给 出 情形 (2) 的 证 明 . 
假如 对 于 某 个 正 整数 mm > 2, Q(z) A 2™, WA JPO) #1. Q 是 非 多 项 式 

有 理 函 数 则 由 引 理 4.2.2 得 

k 


a 


g(z) = a tapiz) +--+ Fag + ns (4.2.5) 
HE a #0, Bp 
Q(2) = a al 4. bag + — (4.2.6) 
= Gnd ky Gn +1) k-1 0 (z + 5)" .2. 
设 jo 是 的 一 个 零点 , 则 zo 是 8 的 一 个 重 级 > 有 + 2 的 零点 , 于 是 有 
m (ln(n+1)-..……(m+k—1 

0= QH (20) = a + Oe a (4.2.7) 
0 = QHD (29) = mat! + (—1)** n(n + 1)--- (n+ k — 1)(n + kja (4.2.8) 


Co + yr 


由 (4.2.7) 得 zo #0, 于 是 由 (4.2.7), (4.2.8) 式 得 
mb 


w=- nk 
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由 此 即 得 5 关 0. 因此 由 (4.2.6) 得 


mb m+ntk 
(: + m+n+ z) 


Q) = Gtk) mt ro (4.2.9) 
于 是 由 (4.2.6), (4.2.9) 得 
z™tk(z +b)” + clan_1z*-! +--+ + ao)(z +b)” + ca 
= (: + =i) (4.2.10) 


其 中 c= (m+hk)(mt+k—-1)---(m4+ 1). Æ (4.2.10) 式 中 比较 zt) 的 系数 得 
n= m; 再 比较 z™ tek? 的 系数 并 利用 m 之 2 MG ntk = 0, 了 矛盾. 

E Q 是 多 项 式 , 则 由 Q(z) +z” 得 Q(z) = zm 十 c, 其 中 < 是 一 个 非 零 常 
数 , 于 是 有 QO) = mz". 因为 @ 的 零点 的 重 级 均 > k+2,m>2, 而 OHA 
在 z = 0 处 为 零 , 于 是 有 Q(0) = QM(0) = 0, Bl ec = 0, 矛盾 . 所 以 QM (z) = zm 在 
复 平面 C 上 有 解 , (2) 得 证 . 口 

引 理 4.2.4 设 了 是 一 个 有 穷 级 超越 亚 纯 画 数 ,大 AERX, p(z)(F0) 是 多 项 
A. 车 f 的 零点 重 级 均 之 十 1, M f(z) 一 p(z) AAR FEDER, 

证 明 设 p(2) = az” +aizn 1 二 十 an-1z 十 an HH a AO. 以 下 分 两 种 情 
Bite. 

情形 1 f 只 有 有 限 个 零点 . 于 是 有 


N (r 5) = O(logr) = S(r, f). (4.2.11) 


显然 由 Nevanlinna 理论 得 
1 1 
70 | 7， F +m "FH —p 
1 1. S 
<ml(r, Fe +m (7 Fr ala + S(r, f) 


1 1 
<m Goon aaa} + S(r, f) 


<m (rasa) + S(r, f) 
=T(r, fiktr+)) -N (r am) + S(r, f) 


<T(r, f™) + (n+ VN(r, f)-N |r, yea + S(r, f), 
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于 是 由 定理 1.6.3( Frank-Weissenborn 引 理 ), 定理 1.2.1(Nevanlinna 第 一 基本 定理 ) 
及 (4.2.11) 得 


T(r, f) 
<(n+1)N Met) +N (r, P) +N (ngs) - 8 (nga) +8000) 


n 


+1 1 1 

SEENON AN (az) +n (mgs)+ EE + Sh) 
2n+3 1 

Skyn yl ODEN (r 7 四 —) + S(r, f). 


由 此 即 得 


T(r, f) < (Qn+4)N (« m) + S(r, f). 


所 以 f(z) — p(z) 有 无 穷 多 个 零点 . 
情形 2 ”了 有 无 穷 多 个 零点 ,， 记 为 aa, 令 


= FE-D(z (ln 
ate) = 1-9) — (Epa + Ba pet ane), 


则 g'(z) = f(z) — ple) 我 们 只 要 证 明 g'(z) 有 无 穷 多 个 零点 ， 假 如 g'(z) 只 有 
有 穷 个 零点 , 则 由 定理 3.3.1 知 , g(z) 没有 非 直接 渐 近 值 . 于 是 由 Denjoy-Carleman- 
Ahlfors 定理 1138) 知 , g(z) 至 多 有 2p, 个 渐 近 值 . 故 g(z) 的 有 限 临 界 值 和 渐 近 值 是 
一 个 有 界 集合 (参见 文献 [26] 中 推论 3). 于 是 由 引 理 3.3.4 得 


alls L ioglgle, 
9 > aple) 


因为 当 了 一 oo Bt, = loglg(z;)| 一 oo, 于 是 当 了 一 oo 时 ， fg) 00. BH 


面 由 定理 条 件 得 , 当 j oo 时 ， pee sn +1, FE. 因此 g(z) 有 无 穷 多 个 零 


点 , BB f(z) 一 p(z) 有 无 穷 多 个 零点 . 口 

定理 4.2.1 的 证 明 不妨 设 D= A. 设 z 为 也 内 任意 一 点 , 以 下 我 们 证 明 F 
在 zo 处 正规 . 分 两 种 情况 讨论 . 

情形 1 若 hzo) ¢ 0, 不 妨 设 h(zo) = 1. 假如 F 在 z 处 不 正规 , 则 由 引 
H 3.1.3 知 , 存在 点 列 zn 一 20, 函数 列 fn(z) < F, 正 数列 pn 一 0t 使 得 gn(6) = 
pz" falen + Pn) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 g(6)， 
且 g(C) 的 零点 重 级 > k+2, gC) 的 级 至 多 为 2. 

由 于 


gP) —1= lim gh!) (C) ~ Alzo) = lim [FRY (en + Pn) ~ Mn + pr). 
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而 SP (2) — h(z) #0, 于 是 由 Hurwitz HM, JOO =1, HOMO 41. 因此 由 
g(0) 的 零点 重 级 > k+2 可 知 GC) #1. 故 由 引 理 4.2.4 知 9(6) 为 有 理 函数 ， 这 
与 引 理 4.2.3 的 情形 (1) 矛盾 . 所 以 F HE zo 处 正规 

情形 2 A h(zo) = 0. 不 妨 设 zo = 0, A(z) = 2" + am412™t! +... = z™b(z), 
m > 2, b(0) = 1, HÆ 0 < |z| <1 A A(z) #0. 

BERK HF: F(z) = £2, f e F}. 由 于 sO) # h0) = 0, HI) 
的 零点 重 级 > k+2, 故 f(0) #0, 所 以 F(0) = 00. 

H HTE z = 0 处 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 点 列 zn 一 0, 函数 列 F(z) € H 
正 数列 pn 一 0+ 使 得 gn(C) = pz Falen + pnk) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 
到 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 g(C), E 9(5) 的 零点 重 级 > 十 2, 90 的 级 至 多 为 2. 

以 下 再 分 两 种 情形 来 讨论 . 

情形 2.1 存在 (™} 的 一 个 子 列 趋 于 oo, 不 妨 仍 记 为 2 一 00. M 


AP (2) RPE + D (MEORE) 
l=1 
k 


= zm PK) (z) 十》 zm BR) (2). 
i=1 


其 中 
| mim —1)---(m=141)(7), lgm, 


0, l>m. 


BH pg (6) = FEP (en + pn), = 01 k, FER 


fi) (Zn + Pr) _ (k) k gk) (¢) 1 4.2.12 
h(zn + pn) ~ [9 + dea Zn ) blzn + PnC) (42.12) 
一 一 +¢ 
Pn 
又 因为 当 l= 1,2, „k By, 
lim ——.__ = 0, (4.2.13) 


=1 (4.2.14) 


1 


lim 1 
i 
n—00 (Zn + Pn) 


F (zn + pn) ， 
所 以 由 (4.2.12)~(42.14) 知 FE 在 复 平面 去 掉 9 的 极点 后 的 区 域内 内 闭 


一 致 收敛 于 亚 纯 函 数 g0). 
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因为 Ei 关 1， 所 以 由 Hurwitz EEA, 9 (¢) = 1, R gP #1. 于 是 由 


9(6) 的 零点 重 级 > 上 十 2 WM, gC A1. 故 由 引 理 4.2.4 知 ，9(6) 为 有 理 函 数 ， 
这 与 引 理 4.2.3 的 (1 ) T. 
情形 2.2 存在 ion =} 的 一 个 子 列 不 妨 仍 记 为 a >a, a 为 有 限 复 数 . 则 有 


F(pnC) _ Fn(zn + pn(C — ray 


pr Pr : 
在 复 平 面 去 掉 g(¢ 一 a) 的 极点 后 的 区 域内 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 亚 纯 函数 9(6 一 a), 
H 9(4 一 a) WE RBRSk+2, C=0H g-a) 的 重 级 >m HRA. 


令 


Go = Bib = Fn) One 
则 Gn (O 在 复 平面 去 掉 g(¢ - a) 的 极点 后 的 区 域内 内 闭 一 致 收 全 于 一 个 亚 纯 函 数 
Cg- a) = C(O), E CO 的 零点 重 数 >k+2 由 于 《=0 为 g(( - o) 的 重 数 
> mm 的 极点 , 故 G(0) # 0. 
我 们 断言: 对 于 任意 Ce C, CMO # 
车 存在 Co, 使 得 GO (Go) = GP, 则 GO ZE Co 处 解析 . 又 由 于 


GA (C) — lend) _ (om) — h(pnd) 40. 
pr pm 
eH Hurwitz 定理 知 , GO") 三 6， 或 GOC) AC, CEC. 

8 GOC = ¢", 则 由 GQ) 的 零点 重 级 > k+2 WH GC) FESR, 设 
G(G@) = 0, 则 有 G (Co) =0, 于 是 即 得 Go = 0. 因此 有 G(0) = 0, FB. 

所 以 GC) e”. 于 是 由 引 理 4.2.4 知 ，G(6) 为 有 理 函 数 , 这 与 引 理 4.2.3 的 
(2) 矛盾 . 所 以 H TE z = 0 处 正规 . 

下 面 证 明 F W z= 0 处 正规 . 

任 取 (a) CFA Fala) = EC, W {F0} CH 又 由 于 多 在 z=0 处 
TES, 所 以 存在 {Fn(z)} 的 子 列 ( 仍 记 为 {Fr(z)}), A(0,5) = fz: |e] < 9 使 得 在 
A(0,6) 内 {五 ,(z)} 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 亚 纯 函 数 F(z). 又 F(0) = 00, BF 
在 561 >0 使 得 对 ze 人 A(0,61), A |F(2)| > 1. 故 对 和 € A(0, 61), ,对 于 充分 大 的 n, 有 


ne ) #0. BRU 去 在 A(0, 61) 上 解析 . 而 在 |z| = ĉi 2 上 有 | 7a! zO ii< < 


zF 于 是 由 最 大 模 原理 和 Montel 正规 定 则 知 , 存在 f(z) 的 子 列 在 A(0, 0) 内 内 
闭 一 致 收敛 , BN F FE z = 0 处 正规 . 
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类 似 地 可 以 证 明定 理 4.2.2 和 定理 4.2.3, 请 读者 自己 给 出 证 明 . 口 

关于 这 方面 进一步 的 结果 请 参看 文献 [155]. 文献 [104] 也 进一步 考虑 改进 上 述 
结果 . 
问题 4.1 ”定理 4.2.2 将 f 的 零点 的 重 级 > 上 十 2 换 为 f 的 零点 的 重 级 > k+1, 
结论 是 否 仍然 成 立 ? 

注 ”对 于 函数 族 里 的 每 个 函数 的 零点 重 级 之 上 十 1 的 情形 , 使 用 与 定理 4.2.1 
类 似 的 方法 可 以 证 明 如 下 结果 : 

设 下 为 区 域 DD 内 的 一 族 亚 纯 画 数 , 上 R- EEK, a(z) 0) 在 区 域 D 内 全 
纯 . 车 对 于 F 中 的 每 一 个 函数 万 矿 的 零点 重 级 之 上 十 1, f 的 极点 重 级 之 2, A 
f(z) Fa(z), MF AD AEM. 

上 述 结果 的 证 明 请 读者 自己 给 出 , 或 参看 文献 [189]. 


4.3 Miranda 正规 定 则 的 改进 与 推广 


1934 Æ, C. Miranda 证 明了 : 设 下 是 区 域 D AW -KRER HK, a, b(# 0) 是 
两 个 有 穷 复数 ,是 一 正 整 数 . 车 对 每 个 jE 下 有 天 a, fO A, MF ADAL 
规 ， 

常 建明 、 方 明亮 和 L. Zalcmant? 对 上 述 Miranda 定理 做 了 推广 与 改进 , 证 明 
了 

定理 4.3.1 E FARA D 内 的 一 族 全 纯 函 数 , k2) 是 一 正 整 数 , h 是 一 
EX, a2) 是 一 个 在 D 内 不 取 零 值 的 全 纯 画 数 . 若 对 每 个 SEF, f HRE 
>k. LA f(z) =0 => f(z) = alz), f(z) = alz) = [FOV < h, MF A 
D 内 正规 . 

当 大 = 2 时 , 定理 4.3.1 不 成 立 . 

例 4.1 B F= {fhn 是 单位 圆 盘 A 内 的 一 族 全 纯 函 数 , 其 中 


1 一 1 _ Zl Nz 
fn(z) 一 me +e nz 2) = nae n (e 一 1)2， 


则 有 
PLP (z) = nie" + (1e), j= 1,2,... 

显然 , f 的 每 个 零点 都 是 二 重 的 , 并 且 有 fn(z) = 0 一 fal) =2 和 所 (2)=2 寺 > 
入 (人 =0. 但 不 在 和 内 不 正规 

当 上 = 2 时 , 有 如 下 结果 

定理 4.3.2 FARA D 内 的 一 族 全 纯 函 数 , a,b 是 两 个 非 替 有 穷 复数 , Æ 
对 每 个 £EF, 三 的 零点 重 级 均 > 2 并 且 有 f(z) =0— f(z) = a, f" (2) = a = 
f(z) =), WF & D AEM. 
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X k= 2 时 , 根据 定理 4.3.1 及 例 4.1, 很 自然 地 要 问 , 如 果 定 理 4.3.1 的 f(z) = 
a(z) 二 |f(4+D(z)| < h Be f(z) = alz) => 0 < frD(z| < h, 定理 4.3.1 是 
否 还 成 立 , 下 面 的 例子 表明 答案 是 否定 的 . 

例 4.2 i$ alz) = e7, h = 3e, F = {fn: n=2,3,---} EXMA A 内 的 一 
族 全 纯 函 数 , 其 中 


—1 (n+1)z —(n—1)z 2ez 
falz)= n? E + ) 


2n2 \(n+1)? (n-1) n?-1 
_ hems (5 _ A) (4.3.1) 
则 有 
fi") = rv (cist perme = z) , (4.3.2) 
f'e) = Giat (w+ 1je+Dz — (n — 1)e7 "Dz — = z) . (4.3.3) 


DR, fa 的 每 个 零点 都 是 二 重 的 . 如 果 fale) = 0, 则 由 (4.3.1) 得 
onz 一 n+1 
nol’ 


因此 由 (4.3.2) 得 
fa) = n2—1 ao ool -a)i se. 


Qn? \n-1 n+l n?-1 


从 而 falz) = 0 = f(z) = 
现在 设 z 满足 falz) = :那么 由 (4.3.2), 我 们 有 
2 
n?—-1 n2—1 
由 此 可 知 , REA e7 = (n 十 1)/(n 一 1) MAA e™* = (n -1)/(n + 1). 
如 果 e"z = (n+1)/(n—1), 那么 由 (4.3.3) 有 l 


mo-i (ers -a-y -aae 


n-i1 


et + e "2 _ 


-3 C+ DiRe = 3ez. (4.3.4) 
Mo Nes 1), 那么 由 (4.3.3) 有 


fa (2)= To (+) nti = Je 


2 2 
_ en (-2 _ =i) ez = ez. (4.3.5) 
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从 而 由 (4.3.4)~(4.3.5) 知 , 在 A 内 我 们 有 f(z) = 7 = 0 < |R (z) < 3e. 但 
F H A NDER. 

Xt k = 2 和 全 纯 函 数 a, 有 下 列 结论 成 立 : 

定理 4.3.3 设 丰 是 区 域 D 内 的 一 族 全 纯 函 数 , hh 是 一 正 数 ,5 4 是 一 偶 
整数 , a 是 一 个 在 DARRERA AA. HATEN SEF, f HEREBY 
> 2, 并且 有 f(z) =0 = f(z) = alz), f(z) = alz) = IF" (2) + [FOR < h A 
F & D AEM. 

注 人 鲍 42 也 表明 , 在 定理 4.3.3 中 ,条 件 Sf" (z) = a(z) 一 FHF <h 
是 必要 的 , 而 且 s 不 能 是 奇数 . 

为 证 明定 理 4.3.1, 我 们 需要 如 下 引 理 . 

引 理 4.3.1 hg 是 一 个 非常 数 整 函数 , 其 级 plg) <1, 且 它 的 零点 重 级 均 
>k, RR a 是 一 个 非 零 有 穷 复 数 .车 g(z) = 0 = 9 中 (2) = a, (2) = a = 
g**Y(z) = 0, 则 

(1) Bk ABHA 


g(2) 一 而 (2 一 20) (4.3.6) 
(2) ž k=2 时 有 


一 xz)2. (4.3.7) 


BA gle) = 50-20), RK g) 一 (4e yz 


证 明 h g(z) =O => 9 (z) =a 关 0 和 39 的 零点 重 级 均 >k H, g 的 每 个 零 
点 之 重 级 恰好 为 k. 由 于 9 是 整 函数 , 故 存在 一 个 非常 数 整 函数 h, 其 所 有 零点 均 为 
单 重 零 点 , 使 得 


g(z) = h" (2). (4.3.8) 
设 z = zo 是 的 一 个 零点 , 则 在 zo 附近 有 
h(z) =a1(z— 2z0)+aa(z— z0)? +O((z—20)) (a1 #0). (4.3.9) 
从 而 
glz) = (h(z))* = ak (z — zo)" + kat a2(z ~ 20)**" + O((z - 20)"**), 
因此 


ge+D(z0) = (k + L)tkat ‘ae. (4.3.10) 
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于 是 由 9(z) = 0 => g**)(z) =0 得 ao=0 即 凡 (zo)=0. 这 就 证 明了 


h(z) = 0 = h” (z) = 0. (4.3.11) 
置 
h" 
P=. (4.3.12) 


则 由 的 所 有 零点 均 为 单 重 零点 可 知 , P 是 一 个 整 函数 . 于 是 由 p(9) < 1 All (4.3.8) 
A p(h) < 1, 从 而 由 对 数 导 数 引 理 的 推论 3 知 , 当 7 一 co 时 , 有 


t “ 
T(r, P) =T (r =) =m (x T) = o(logr), 


从 而 已 是 一 个 常数 . 以 下 分 两 种 情形 : 
情形 1 P =O. 则 由 (4.3.12) 4$ h” =0, Milt h(z) = cz +d, 其 中 c( 关 0),d 是 
常数 . 于 是 有 
g(z) = (cz + d)*, 


g)(z) = kl. 


由 引 理 的 条 件 即 得 klc* = a. 这 样 就 有 


情形 2 PAO. 解 方程 (4.3.12) 得 
h= Ae + Be, 


其 中 A, B 是 常数 , MA 0) BH 2? = 书 的 一 个 根 , 
显然 , 从 引 理 的 假设 条 件 可 得 4 关 0, BAO. 于 是 由 (4.3.8), 我 们 有 


k 
g(z) = (Ae* + Be*)" = > C) AÏ BETI elih), (4.3.13) 
j=0 
从 而 有 
E fk 
gP =A ( ABE (2j — k)*eC23 Az, (4.3.14) 
: J 
j=0 


k 

gD) = TTS” C) AÏ BETI (2j — kf tle KN. (4.3.15) 
A J 
=0 
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设 z Æ g 的 一 个 零点 , 则 由 (4.3.13) 得 e0 = —B/A. 

以 下 我 们 再 分 两 种 情形 : 

情形 2.1 天 = 2m 十 1. 易 见 存在 两 点 zo, 21 满足 exzo = K, © = -K, È 
中 K 是 满足 K? = -B/A 的 常数 . 于 是 由 (4.3.13), 得 g(z0) = 0, g(a) = 0. 因此 由 
g(z) = 0 = g® (z) = a, #4 a = g™ (zo) = g™ (21). 故 由 (4.3.14), 我 们 有 


2a = 9 (20) + g™ (x1) 


2m+1 
一 X2m+i > (mi Hwg _om— 1)2m+1[K2 -2m-! 
J 


j=0 
+(—K)? 2m1] 
=0, (4.3.16) 
X5 a0 FA. 
情形 2.2 k=2m. $ e = -B/A 代入 (4.3.14) 得 
2m 
am gm pm Tm Pm om)”, 4.3.17 
a = X2m A" B 2 1) (© (27 — 2m) ( ) 
于 是 由 (4.3.14)~ (4.3.15) 得 
2m 
g?™(z) = S> (7 ) AÍ BI (2j — 2m)? es), (4.3.18) 


j=0 


2m 
g2"t)(z) 一 A2m+1 5 (=) Al B2m-i (2j 一 Qm)2M HLen), (4.3.19) 
j=0 


闭 m=1, 则 由 (4.3.17) 得 a= 一 84BX?; 从 而 由 (4.3.13) 得 


J= (4o — 3 ai, 


BANS 
以 下 设 m 2. 
由 (4.3.17)~(4.3.19) 得 
2m 了 
g?™)(z) —a = (2d)? 再 2me 一 2 Eev (=) (j L m)?” (-5e"") 
j=0 . 
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2m j 
roepe Says ore 人 (Se aaan 
j=0 
id 


To (2m (j — m) w SE yN "a —m)" (4.3.22) 


j=0 j=0 
的 每 个 根 也 是 方程 
2m 
ays 2m ml j 
2 Pro myn" = 0. (4.3.23) 
的 根 . 
BL w = wo 是 方程 (4.3.22) 的 任意 一 个 解 , 则 由 (4.3.23) 和 (4.3.22) 得 
DE (7) a- ma 
j= ， J 
lk {2m 
= (-1)7 (7) G -mu = j—m)”. 
mar?) mired = ma Sy A ym 


显然 w = 0 不 是 方程 (4.3.22) 的 根 , 于 是 方程 (4.3.22) 的 每 个 根 都 是 重 根 . 
将 方程 (4.3.22) 重新 整理 得 


< ; {2m . 2m j 2m-—j m 
Sa ( , jc 一 mp)2m(wz +w — 2w™) = 0. (4.3.24) 
j=0 I 

WHE (4.3.24) 的 左边 为 Q(w), M Q(w) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 于 是 易 得 


—1 m—1—j 2 
Q(w) = w-1} 5 yry- mm ( > sr) (43.25) 


J= s=0 


由 整数 环 Zio] 上 多 项 式 的 因 式 分 解 定理 (参见 文献 56]134 页 和 167 页 ) 得 
Qu) = Nolu = 1)°QF (w) QS (w) + QR (w), (4.3.26) 


其 中 Qj(w) (<j <n) 是 Zlw] 上 互 质 的 不 可 约 多 项 式 ，p; (> 2,0 < j <n) 2B 
数 , No 是 Q(w) 的 系数 的 最 大 公 因 数 . 显然 No tH QW)/(w- 1) 的 系数 的 最 大 
公 因 数 . 


现在 再 分 两 种 情形 : 
情形 2.2.1 m>2 是 偶数 . 
记 
2m\ J 
则 a;(j = 0, 1,--- ‘m 一 1) 是 整数 ， 并 且 


1 
ao = sen =2k,, a, = —(m—1)?" = 2ke +1, 


aj = y(r) G-m)?™, (0<j<m-1). 


其 中 ki 和 ko 是 整数 . 
于 是 No = 2m(21 二 1, 其 中 ! 是 整数 , WA Rw) = Q(w)/(2m) 是 整 系数 多 项 
式 . 由 (4.3.25) 式 得 


m-l m—1—ji 
(w — 1)? 2 ajwi ( > s) 
j s=0 


= 2k(w 一 1)2 P(E) olen de- (Se) 


m—-1-j 2 
+ S ajw*(w — 1)? ( > s) | 
j=2 3 一 0 
= 2k, A(w) + w[(2ko + 1)B(w) + C(w)], (4.3.27) 


2 
Rw) 


| 


其 中 


C(w) = > ajut {w — 1)? ( 5 s) . 


j=2 s=0 
因此 由 (4.3.26) 得 
(21 +1)(w — 1P QT w)? (w) Qh") 
= 2k) Aw) + w[(2ke + 1)B(w) + C(w)]. (4.3.28) 
于 是 在 上 式 中 取 w = 0 即 得 
(21 + 1)(~1) Q? (0)Q3? (0) --- Qh" (0) = 2k1. 
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因此 存在 j 使 得 @7 (0) 是 一 偶数 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 设 7 = 1. 那么 Q1(0) 是 一 
偶数 , BE Q1(0) = 2ks, 其 中 ks 是 整数 . 于 是 有 


Qi(w) = wQii(w) + Q1(0) = wQii(w) + 2k3. (4.3.29) 
将 (4.3.29) FLA (4.3.28) 得 


(21 + 1)(w — DY [uP QF (w) + 2k3D(w)]Q5?(w) --- Qi" (w) 
= 2k, A(w) + w[(2ko + 1)B(w) + C(w)], 


其 中 Dw) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 


于 是 即 得 
(21 + 1)(w — 1)P9w? QP (w) QS? (w) QP" (w) 
十 2(21 + 1)kgD(w)(w — 1)P°Q5? (w) --- QR" (w) 
= 2k A(w) + w[(2ke + 1)B(w) + C(w)). (4.3.30) 
对 (4.3.30) 两 边 求 导 得 


(21 + Ipu” w — 1) QIO) (w) Qr (w) 
HZL 1u” [(w — 1R (w) QB? (0) QR O 
+2(2 + 1)ks[D(w)(w — D™ QF (w) Qh") 
= 2k, A' (w) + [(2k2 + 1)B(w) + C(v)] 
+w[(2k2 + 1)B' (w) + C'(w)]. (4.3.31) 


在 (4.3.31) HA w = 0 可 知 2kz + 1 是 偶数 , 矛盾 . 
情形 2.2.2 m>3 是 奇数 . 
设 p 是 m 的 一 个 质 因数 , 并 记 


by = Cy òG- my" 0<i< m1) 


mA I 
bo =m"! = kip, bi = —2(m—- 1)?" = kop — 2, 


其 中 友和 ko 是 整数 . 从 而 No = m(ip + q), 其 中 4,g 是 整数 而 且 1 和 9g 系 D 一 1 于 
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是 S(w) = Q(w)/m 是 整 系数 多 项 式 . 因此 由 (4.3.25) 得 


m-1 m—1—j 
(w) =(w — 1)? 2 bjw? ( 5y sr) 


s=0 


m—2 2 
=kyp(w —1)? P(E) + oep + Wy (Z) 
m—1-—j 2 
Emoh 5 s) | 
j=2 


s=0 
=k pA(w) + w[(kep — 2)B(w) + C(w)], (4.3.32) 


其 中 Alw), B(w), 和 C(w) 由 (4.3.27) 所 定义 . 

以 下 跟 情 形 2.2.1 一 样 讨论 可 得 kop — 2 = Ap, 其 中 ko, 入 是 整数 , p > 3 是 质数 ， 
矛盾 . 引 理 4.3.1 证 毕 . 口 

完全 类 似 地 可 以 证 明 如 下 引 理 , 这 个 引 理 在 定理 4.3.3 的 证 明 中 用 到 |. 

引 理 4.3.2 Bg 是 一 个 级 p(g) < 1 的 非常 数 整 函数 , 其 零点 重 级 均 > 2, a 
是 一 非 零 有 穷 复数 , s 之 4 是 一 偶数 , HA g(z) =0 = g"(z)=a fe g"(z) = a = 
gf" (z) = g)(z) =0, 则 g(z) = a(z — 20)?/2, HP zo 是 常数 . 

定理 4.3.1 的 证 明 “只 需 证 明 天 在 每 个 闭 包 都 含 在 D 内 的 圆 盘 A 内 正规 就 
行 . 不 妨 设 A 是 单位 圆 盘 . 

假设 大 在 A 内 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3(a = k), 存在 fn © F, mm EA, lzn| < 
r <1, 和 pm 一 0+, 使 得 gn(C) = pa*fn(zn 十 pnl) Æ C 上 局 部 一 致 收敛 到 一 个 
级 不 超过 1 的 非常 数 整 函数 g, 而 且 9 满足 g#(C) < g#(0) = kid +1) +1, 
d= max{|a(z)|: |z| < 1}, 并 且 g 的 零点 重 级 均 >k. WP zn wEA. 

我 们 断言 

(i) 9(¢) = 0 = gC) = a(20); 

(ii) g*)(C) = a(zo) => gF (0 = 0. 

先 证 (i). 设 Co 满足 g(Co) = 0. 则 由 Hurwitz 定理 , 存在 Cn, bn > Co, 使 得 对 于 
充分 大 的 n 有 


2 


gn(Cn) = Pr fn(zn + Pnn) = 0. 
从 而 falen + OnCn) = 0. 于 是 由 fal) = 0 = fa) = aC) 得 
gP (Cn) = FP (zn 十 Pn&n) = a(zn 十 pnln). 


从 而 g (Go) = lim gf (Gn) = alzo). 这 就 证 明了 ge) = 0 = gC) = alzo). (i) 
得 证 . 
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再 证 (i). 设 扣 满足 9 四 (co) = alo), 则 g(Go) # 00, 并 且 JOO # alzo): BM, 
我 们 有 sO = Ee- a. 经 简单 的 计算 得 


k/2, IC] 2 1, 
# 0) < 
ev) | la(zo)|, {al <1, 


从 而 有 g#(0) < k([d]+1)+1, 5 g# (0) = k(\d|+1)+1 FE. 由 于 9 (Co) —a(20) = 0， 
并 且 在 Co H — ARRE, gh (zn + pnC) — alen + pn) > gP C) - a(zo), 于 是 根 
据 Hurwitz 定理 , 存在 Gr, Gn 一 Co, 使 得 对 于 充分 大 的 n 有 J (En + pnGn) = 
Ela) = a(zn + pnCn)， 由 此 即 知 |f (en + ontn)l < h, 从 而 Ig? (Cn) = 
len fi? (zn 十 Pnbn)| < pnh. FÆI gt (Go) = lim gh (Gn) = 0. 这 就 证 明了 
(ii). 

于 是 , 由 引 理 4.3.1 A (O = E-G). 由 此 可 知 ，g#(O) < kld +) +1, 
矛盾 . 

因此 F E A 内 正规 , 从 而 FED 内 正规 . m 

定理 4.3.2 的 证 明 ”不妨 设 D 为 单位 圆 A， 假设 F A 内 不 正规 ， 则 
由 引 理 3.1.3 知 , 存在 函数 列 fa < F, Ilen E€ A, 和 正 数列 pn 一 Ot, 使 得 
gn(C) = 072 fn(2n + pnC) 在 复 平面 C 上 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 非常 数 的 整 函 数 g, È 
的 零点 都 是 重 级 零点 , 并 且 满 足 g*#(C) < g#(0) =2(lal+1) +1. 于 是 由 定理 1.3.3 得 
plg) <1. 

用 定理 4.3.1 的 证 明 方法 一 样 证 得 

(i) g(¢) =0 = g” (6) = a; 

(ii) g"(¢) =a => g" (0) =0. 

M3 g £0, Mi g(C) = e4+B, 其 中 A #0, B 是 常数 . 于 是 有 


9g" (0) = AreA6t+8 g" (© 一 AreA6+B. 


I g" (Co) =a. 则 4se4co+8 = g” (Co) = 0, 这 是 不 可 能 的 . 所 以 存在 Co 使 得 g(co) = 
0. BA g" + a, 否则 , WA gC) = ZC- G)? 经 简单 的 计算 得 g#(0) < 2a +1)+1, 
与 g#(0) = 2(lal +1) +1 FE. 

于 是 由 人 和 (ii) 知 ,Go 是 g%(6)-a 的 重 级 为 mm > 2 的 零点 . 因此 gt) (Co) #0, 
并 且 存 在 ô > 0 使 得 , 当 |C- eol <5 时 ,有 


g?*™ (C) £0. (4.3.33) 


所 以 由 Hurwitz EH, 存在 m 个 序列 {Cin}, i = 1, 2, mm 使 得 Jim Gin = Co, 
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并 且 对 于 充分 大 的 m 有 
gbin) =@, %=1,2,--+,m. (4.3.34) 
因此 由 f(z) =a 一 fr’ (2) = b, RATE 
Gn! (Gin) = Pn fn (Zn + Onbin) = Pnb #0 (i = 1,2,--- ,m). (4.3.35) 
于 是 有 


bin # Gn, 1<i<ggm. (4.3.36) 


故 由 (4.3.35) 和 (4.3.36) 得 , gP@*™ (Co) = 0, 4 (4.3.33) 矛盾 . 
因此 三 在 DD 内 正规 . 口 
定理 4.3.3 的 证 明 与 定理 4.3.1 的 证 明 完全 类 似 , 只 是 在 使 用 引 理 4.3.1 的 地 方 
换 为 引 理 4.3.2 即 可 , 请 读者 自己 给 出 证 明 . 


第 5 章 与 分 担 值 相 关 的 亚 纯 函数 族 


把 亚 纯 函 数 正规 族 与 分 担 值 或 分 担 函数 结合 起 来 考虑 是 亚 纯 函数 正规 族 理论 
研究 的 一 个 重要 课题 ,这 方面 的 工作 由 Schwick [°° 最 早 开始 研究 , 之 后 国内 外 许 
多 学 者 对 这 方面 的 问题 进行 深入 的 研究 ， 本 章 将 介绍 近年 来 与 这 一 课题 有 关 的 研 
KRR. 


5.1 分 担 两 个 值 的 亚 纯 函 数 族 


设 f 和 9g BRR D 内 的 两 个 亚 纯 函数 , a 是 一 个 复数 . 车 f(z) -a 与 gz) 一 4 
E D 内 有 相同 的 零点 , 则 称 /与 9 在 区 域 D 内 分 担 a, 或 称 IM 分 担 w 若 f(z) 一 a 
与 g(z) -a 在 D 内 有 相同 的 零点 并 且 所 有 零点 的 重 级 也 相同 , 则 称 f 与 9 在 区 域 
D 内 CM 分 担 a. 以 下 车 无 声明 均 指 IM 分 担 . 我 们 用 f = a > g = a RRM: E 
J=a 则 9= 必 用 /=a 一 9=a 表 示 : 若 加 是 “的 mm 级 零点 , 则 2 是 9 一 0 

1992 年 , W. Schwick [169 开始 研究 与 分 担 值 相关 的 亚 纯 函 数 族 的 正规 性 问题 ， 
他 证 明了 

定理 5.1.1 设 丰 是 区 域 DD 内 的 一 族 亚 纯 函数 ， a, az 03 是 三 个 判别 的 有 
穷 复数 . ATF 中 的 任意 函数 f, f 和 f A DADE a, a2, 03, MF ADA 
正规 . 

庞 学 诚 和 工 . Zalcman 1158] 改进 了 Schwick 的 结果 , 证 明了 

定理 5.1.2 设 丰 是 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 ,a,b,c 和 d 是 有 穷 复 数 且 满 
足 c 关 a 及 d 关 0b. 车 对 于 大 中 的 任意 函数 f, f(z) =a 二 > 1(2) =4, f(z) = c 1> 
fr(z) =d, NF È D AER. 

证 明 “不 妨 设 DD 是 单位 圆 A. 假设 F E A 内 不 正规 . 则 由 引 理 3.1.3 (a = 1), 
FETE fn EF, zn © A, Al pn 一 0+ ,使 得 gn(0) = pr [fn (2n + pnt) -e 在 C 上 按 球 距 
内 闭 一 致 收敛 到 一 个 C 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 g, 并 且 9 满足 g#(C) < g* (0) = Idi +1. 

我 们 断言 

90=0 一 9 = 而 

(ii) g #5; 

(iii) g 在 C LEM. 


(i) 设 g(C0) = 0, 则 由 Hurwitz 定理 知 , 存在 Cn, Cn 一 Co, 使 得 对 于 充分 大 的 n, 
有 gn(Cn) = pa [fn{Zn 十 pnGn) 一 c] =0. 从 而 有 亡 (zn 十 pnGn) =c. 于 是 由 frig) =C 
= fr) =d, 得 Gn (Gn) = fren + Pnbn) =d, KA 9'(Go) = lim gn(Cn) = d. 这 就 
证 明了 g) = 0 = gC) =d. 于 是 (i) 成立 . 

(ii) BE g'(Co) = b, WWAT g(Co) # 00. 显然 9 (6) Æ b, EA gC) = 06-4), 5 0) 
矛盾 ). 因此 由 Hurwitz 定理 , 存在 Cn, Cn 一 Co, 使 得 对 于 充分 大 的 n, 有 fp (Zn+Pnbn) 
= gn(bn) =b. 由 此 可 知 fn (zn + pnGn) = a, 从 而 gn(Gn) = [fn(zn 十 Pron) — ¢]/Pn = 
(a —¢)/pn. 于 是 有 g(C0) = lim gn(bn) = co， 矛盾 . 因此 (i 成 立 . 

(iii) 假如 有 glo) = œ. 由 于 g # 00, 存在 闭 圆 盘 A(Co,6) = {C=C — Gol < ô}, 
使 得 当 n 充分 大 时 , 在 其 上 1/9 和 1/on 都 全 纯 , 并 且 1/gn 一 致 收敛 到 1/9. 从 而 
在 人 (C0,6) E, 1/gn(6) — pn/(a — ©) 也 一 致 收敛 到 1/9(0). Be Co 是 1/9 的 m2 1) 
BEA, WA (1/9) (Co) £0, 而 且 存 在 正 数 i (< 5), 使 得 在 A'(Go,5) = {6:0< 


I- éo < å} 内 有 
E # 0, E)” #0. (5.1.1) 


由 于 1/g 不 是 常数 , 故 由 Hurwitz 定理 , 存在 m 个 序列 {inh i = 1,2,… m, 使 得 
Jim Gin = Co, 并 且 对 于 充分 大 的 n, 有 


1 Pn 


=0, i=1,2, m. 5.1.2 
Gn (Gin) a-c » 4 m ( ) 


于 是 falen + pnGin) ~c=a—c, Bl fn(zn + pnlin) = a. 从 而 


gi(Cin) = fhln + PnGin) = b. 


由 此 即 得 
(a) -9 
这 说 明 
Cin Z Cjn, lg&i<ijsgm. (5.1.4) 
于 是 
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在 A(Co, 61/2) = {¢: |C — Gol < 61/2} 内 有 至 少 m 个 不 同 的 零点 . 再 由 Hurwitz 定 
SES, Co 是 (1/9)! 的 重 级 至 少 为 m 的 零点 , 即 有 (1/9) (Co) = 0, FA. 因此 (iii) 
得 证 . 
由 (iii) 知 , 9 是 一 个 整 函数 , 于 是 由 定理 1.3.3 知 , g 的 级 <1. 从 而 由 (ii) 得 
g' (6) = b+ests, (5.1.5) 


以 下 分 两 种 情形 考虑 . 
情形 1 AZO. Wh (5.1.5) 得 
eS +B 


g(6) =&K+C+ 一 一 ， 


(5.1.6) 


这 里 A,B, C 是 常数 . 
设 g(Go) = 0, 则 由 (i) 和 (5.1.6) 得 
eA6ot B 
blo + C+ A = 0, 


b+ eAotB = q 


于 是 即 得 


因此 方程 g(6) = 0 只 有 一 个 解 ¢ = Co, 但 由 (5.1.6) 知 ，g(6) = 0 有 无 穷 多 个 解 , F 
盾 . 
情形 2 A=0. 则 由 (i), o'(O) =d, FÆ gO =- e). 从 而 有 


#m _ 19°) jn 
g*#(0) = T+ [902 < |g'(0)| = ld], 
即 有 g*(0) < [dj +1, 与 g#(0) = |d +1 FJA. 
所 以 下 在 DD 内 正规 . 定理 5.1.2 得 证 . 口 


定理 5.1.3 设 b 是 一 个 非 替 有 穷 复数 , 三 是 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函 数 ， 其 
中 每 个 函数 的 零点 的 重 数 至 少 是 5 十 2. 车 对 于 下 中 的 任意 两 个 函数 和 g, f 
g & D Aa 0, SPO fo g®) 2D Ab, WF AD 内 正规 . 

为 了 证 明定 理 5.1.3, 我 们 需要 下 列 引 理 . 

由 定理 1.6.1 得 

引 理 5.1.19 a /为 复 平面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 , D 是 一 个 非 零 有 穷 复 数 ， 
则 


T(r, f) SNr, f) +N (r *) +N (r w) + S(r, f). (5.1.7) 
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引 理 5.1.2099 E f 为 复 平面 上 的 非常 数 亚 纯 函数 ,b 是 一 个 非 震 有 穷 复数 ， 


N(r, f) < (1+ i) N (x 3) + (1+ 2 (x ,J wa) + S(r,f). (5.1.8) 


引 理 5.1.3 设 /为 复 平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,D 是 一 个 非 零 有 穷 复 数 ，! 为 
一 正 整 数 , 满足 ! > 十 4 十 2/k. 若 f 关 0 且 SM 一 忆 的 零点 重 级 至 少 为 上 MSA 
常数 . 

WA FS AOR SO -5 的 零点 重 级 至 少 为 上 则 由 (5.1.8) 式 得 


N(r, f)< (1 + 2) N (x m) + S(r, f) 


则 


1 十 2/K 1 
< 一 / n(n) + S(r, f) 
< 2 (rf) + Sr, 7) 
< LEIE ir, H) +EN(r, fP) + S(r, f). (5.1.9) 
于 是 由 (5.1.9) 式 得 
k+2 
N(r, f) < pik- f+ Sf) (5.1.10) 


由 (5.1.7) R, 并 结合 F AOUR SO -b 的 零点 重 级 至 少 为 ! 可 得 


T(r, f) <N(r, f) +N (r o ;) + S(r, f) 


f 
<Ne, f+ IN (r 7-5) + S(r, f) 
<N(r, f) + FTE, F) + Sr, f) 
<N(r, f) + ire, f)+kN(r, f+ Sr F) 
< ( + i) Nor, f) + FEL) + SC, f): (5.1.11) 
于 是 即 得 
1 


T(r, f) < GNA) + Slr, P) (5.1.12) 


由 (5.1.10) 和 (5.1.12) 得 
TA) < ae MN + SD) 
即 
[k(l — 1)(l— k —2)-—(k+2)(14 k)|T(r, f) < S(r, f). 

由 1 > k+4+2/k, @ k(1—1)(1-k-2)-(k+2)(1+k) > 0. 于 是 即 得 T(r, f) = S(r, f), 
因此 f 为 常数 . 

由 Hayman 不 等 式 得 

引 理 5.1.4 设 /为 复 平面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,，b AERAR, k 为 一 正 整 
数 , 则 R SO FRA, 若 三 为 超越 亚 纯 函 数 ， 则 或 jp -一品 有 无 穷 多 个 堆 
& 

定理 5.1.3 的 证 明 i zo e D. FE F E z 处 正规 . 设 fe F. 以 下 分 两 
种 情形 . 

情形 f(z) Ad. 则 存在 圆 盘 A(z0,6) = {z: |z 一 zol < 5} 使 得 在 A(zo,9) 
内 ja Ab. 由 定理 的 条 件 知 ， 对 任意 的 9 e F, 9 的 零点 重 级 >k+2 H g” Ab. 
于 是 由 定理 4.214%), F 在 A(20,6) 内 正规 . 所 以 FH zo 处 正规 . 

情形 2 f(z) = b, 由 定理 的 条 件 知 ，f(zo) 子 0. 因此 存在 圆 盘 A(zo, 5) = 
{z : |z — zo| < ô}, 使 得 在 A(z0,6) W f #0 AE A(z, 4) = {z: 0 < |z — zol <ô} 
内 ff Ab. 由 定理 4.2.1 91, F 在 A'(zo,5) 内 正规 . 下 面 用 杨 乐 Po 的 方法 证 明 
F XE zo 处 正规 . 

设 {fn} 为 大 内 的 任意 函数 列 , 则 存在 子 列 , 仍 记 为 {nh} 使 得 {fn} Œ A (20,8) 
内 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 函数 h. 下 面 再 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 2.1 有 h 关 0. HAF oo, 则 由 Hurwitz CHA, 在 A (2,8) A hk #0. 于 是 


有 
oD h (> + ze) >4>0， 
其 中 4 为 常数 . 
因此 对 于 充分 大 的 n 有 
ee fn (2+ se") > 人 >0. 


由 于 ;是 亚 纯 函 数 且 在 Alo) 内 fn #0, 所 以 1/fn 在 A(zo,5) 内 是 全 纯 函 数 . 
因此 1/f, Æ A(zo, 6/2) = {2: |z- zo| < 6/2} 内 是 全 纯 函 数 , H. 
1 2 
— L, 
fn (ax 十 sen) | A 


max 
O<0<2n 


“5.1 分 担 两 个 值 的 亚 纯 函 数 族 “77. 


由 最 大 模 原 理 得 
1 
rezsi a] 


<2 
A’ 


in O> 5 > 0. 
因此 存在 Un} 的 子 列 在 A (zo, 6/2) 内 按 球 虐 内 闭 一 致 收 全 到 一 个 函数 

# h = oo 则 {fa} 在 A'(a0,6) 内 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 00. EDL {fa} 在 
(e: |e zol = 6/2} 上 按 球 距 一 致 收敛 到 oo. 于 是 对 于 任意 大 的 正 数 M, 当 充分 


大 时 有 
fn (> + es) 


以 下 与 前 面 一 样 讨论 可 知 , 存在 {fa} 的 一 个 子 列 在 A(zo, 5/2) 内 按 球 距 内 闭 一 致 
收敛 到 一 个 函数 . 

情形 2.2 h=0. 则 {fn} 在 A'(z0,6) 内 内 闭 一 致 收敛 于 0. 因此 {60°} A 
Cf") 在 A'(z0,6) 内 也 内 闭 一 致 收敛 于 0. 所 以 对 于 充分 大 的 n, 由 辐 角 原理 得 


ô ô 1 
L (k) p) 一 -~ 
x (5.2046 中 (人 a) 


1 | FY (2) dz 
2i Jiz—zo=$ f(z) —b 


6 6 1 
£ W) p] = Z z, ——— 
N ($a n b) n (Fra w5) 


因为 6 -5 的 极点 重 级 为 之 十 1, 所 以 z 为 fP —b 的 重 级 为 > 天 十 工 的 零点 . 

以 下 再 分 两 种 情形 讨论 

情形 2.2.1 ”存在 无 穷 多 个 n, 使 得 FM? -在 z 处 的 零点 重 级 大 于 k+4+2/k, 
记 这 样 的 ”组 成 的 集合 为 5. 

A G={fnin€ S}, Wl G Æ A(zo, 6/2) 内 是 正规 的 . 

事实 上 , 假设 G 在 A(z0,5/2) 内 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 fn EG, zn € 
A(z0, 5/2), 和 pn 一 0+, 使 得 gn(€) = pr" falen 十 pné) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 
致 收敛 于 一 个 非常 数 亚 纯 函 数 g. 


min > AM > 0. 
OKOSI 


<1. (5.1.13) 


于 是 有 
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由 Hurwitz 定理 知 ，g 40H gt —b HERBRAF k+4+2/k. 于 是 由 引 
理 5.3 知 ，9 为 常数 , 矛盾 所 以 存在 {fa} 的 子 列 在 A(zo,6/2) 内 按 球 距 内 闭 一 至 
收 全 到 一 个 函数 . 

情形 2.2.2 ”存在 无 穷 多 个 n 使 得 S — b HE zo 处 的 零点 重 级 1 满足 k++1 < 
L<k+4+4 2/k, 记 这 样 的 n 所 组 成 的 集合 为 S. 

令 G={fh:ne Si}, 则 G 在 A(zo,6/2) 内 正规 . 

事实 上 , 假设 G 在 A(zo,6/2) 内 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 fn €G, zn € 
Al(zo， 6/2)， 和 Pn > 0+， 使 得 gn(é) 一 Pr" fn(Zn + pné) 在 复 平 面 C 上 按 球 距 内 闭 一 
致 收敛 于 一 个 非常 数 亚 纯 函数 g6). 

由 Hurwitz 定理 知 , g #0 H gP 一 6b 的 零点 重 级 至 少 为 1. 于 是 由 引 理 5.1.4 知 ， 
gP —b BEA. 我们 断言 P -b 仅 有 一 个 零点 . 假设 和 和 & 为 9 四 一 5 的 两 个 
不 同 的 零点 , 则 gE -在 & Al bo 处 的 重 级 至 少 为 1 设 7 为 包含 避 Alo 在 其 内 
部 的 简单 闭 曲 线 , E g 在 Y 上 没有 零点 , 在 y 上 和 它 的 内 部 没有 极点 , 则 在 Y 上 和 
它 的 内 部 ，gn(6) EAF gE), 且 of? -5 一致 收 全 于 g(*) — 5b. 由 辐 角 原理 知 ， 
当 充分 大 时 , gP -5 和 gO —b y 内 部 有 相同 的 零点 (计算 重 级 ). 但 当 n 充 
分 大 时 , of) -bo 仅 有 1 个 零点 ,而 g(*) 至 少 有 21 个 零点 , 矛盾 . 

所 以 g —b 仅 有 一 个 零点 , 其 重 级 为 由 于 AM (en + prt) = oN (6), 且 在 
去 掉 9 的 极点 的 区 域内 内 闭 一 致 收敛 于 gE). Boh (5.1.13) 后 面 的 式 子 知 , 在 
A(zo,5/2) 内 成 ) 有 / 个 极点 (计算 重 级 )， 因 此 在 {E : zn +p € A(z0,6/2)} 
A, o® 有 ! 个 极点 (计算 重 级 ). 故 由 辐 角 原理 知 , 在 复 平面 C 上 9() 至 多 有 1 个 
极点 (计算 重 级 ). 

于 是 有 

(i) g #0; 

(ii) g® 一 5b 仅 有 一 个 不 同 的 零点 , HERA l; 

(ii) go) 至 多 有 ! 个 极点 (计算 重 级 ). 

我 们 断言 不 存在 函数 满足 以 上 三 个 条 件 . 

事实 上 , 由 引 理 5.1.4 知 , 不 存在 超越 函数 满足 (i) 和 (i). BUR, 9 也 不 可 能 是 
多 项 式 . 下 面 证 明 不 存在 非 多 项 式 的 有 理 函 数 满足 (i), (ii) 和 (ii). 以 下 分 两 种 情形 
讨论 . 

情形 2.2.2.1 k>3. HF R+1<1<k4+44+2/k, 所 以 g 只 有 一 个 不 同 的 极 


点 . 因此 
A 
9(6) = Ea 
其 中 A 为 非 零 常数 , al 为 常数 , m 为 正 整数 . 
显然 , gO -bE mm 十 大 个 不 同 的 零点 , 5 (i) 矛盾 . 
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情形 2.2.2.2 大 = 2. 则 3 和 /< 和 7, 于 是 9 具有 如 下 形式 : 
(1) g(€) = A/(€ — a1) (€ ~ aa)”, 1=7; 
(2) g(€) = A/(E — a1)(€ ~ a2), 1 = 6; 
(3) g(€) = A/(E-— a1), L=m+2, 1 ems, 
其 中 A 为 非 零 常数 , oa; 和 os 为 两 个 不 同 的 常数 , m 为 正 整 数 
Æ g(€) = A/[(E — ai) (E a2)?]， 则 
1 A[l3(€ — a1)(€ — a2) — (8€ — 2a, — a2)(5é€ — 3aı — 2a2 
yO) —» = ABE = al ) = (8€ = 2an = on) j] 
_b(é 一 a1)3(é 一 a2)4 
(£ — a)? (E — a2)4 
因为 % 一 b 仅 有 一 个 不 同 的 零点 , 所 以 有 
A[3(E — a1)(§ — a2) — (3E — 2a1 — a2)(5E — 3a; 一 2a2)] 


+b(€ — a1)°(€ — a2)4 = W(E — c)”. (5.1.14) 
对 式 (5.1.14) 两 边 求 三 阶 导数 得 
(€ — a)p(€) = 210b(é — ¢)*, (5.1.15) 


其 中 p 为 一 多 项 式 ，e 为 一 常数 . 
于 是 得 a2 = c. 故 由 (5.1.14) 得 ，a1 = az, 矛盾 . 
若 9 具 有 (2) 或 (3) HBA, 我 们 可 以 类 似 地 得 到 矛盾 . 
情形 2.2.2.3 k=1. W2<1<7, FE g 具有 如 下 形式 : 
(1) g(€) = A/(E — a1)(€ — a2) (£ — a3)”, 1 = 7; 
(2) g(€) = A/(E — a1)(E — a2)(E — as), 1 = 6; 
(3) g(€) = A/(E — a1)” (€ — a2)", L=m+4, 2< m <3; 
(4) g(€) = A/ (€ — a1) (€ — a2)”, L=m+3, 1< m <4; 
(5) g(€) = A/(E—a)™, L=m+1, lem<6, 
其 中 4 HARES HR a, az il a3 为 三 个 不 同 的 常数 , m 为 正 整数 . 
# g(€) = A/|(E — a1)(€ — a2)(€ — a3)?], 则 
, ea — a2)(€ — a3) + 2(€ — a1 )(Ẹ — a2)] 
"b= E a) E ane a) 
b(E — a1)? (E — a2)? (€ — a3)? 
(€ — a1)? (E — a2)? (E — a3) © 
由 于 g 一 b 仅 有 一 个 不 同 的 零点 , 所 以 有 


Al(2E — ay — a2)(€ — ag) + 2(€ — a1)(E — a2)] + O(E — 01)*(€ — a2)” (€ — a3)? 
= b(€—c)’. (5.1.16) 
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对 (5.1.16) 式 两 边 求 导 得 
b(E — a1)(€ — a2) (€ — ag)? [2(2E — a1 — a2)(€ — ag) + 3(€ — a1)(€ — a2)] 
+A(8E ~ 3a, — 3a2 — 2a3) = 7b(E ~ c)®. (5.1.17) 
在 (5.1.17) RH E = aa 得 
3A(2a3 — al — a2) = 7b(a3 —c)®. (5.1.18) 


对 (5.1.17) 式 两 边 求 导 得 
8A + (E ~ as)p(t) = 42b(€ 一 c)5， (5.1.19) 


其 中 p 为 一 多 项 式 . 
在 (5.1.19) HHS € = as 得 


8A = 42b(a3 — c)”. (5.1.20) 
于 是 由 (5.1.18) 和 (5.1.20) 式 得 


了 9 9 
= 一 一 一 一 Qo. 1.21 
c 503 十 Far 十 本 02 (5 ) 


另 一 方面 , 对 (5.1.16) 式 两 边 求 六 阶 导数 , 并 令 上 = c 得 
_ 2a, + 2az + 3a3 


= 一 一 一 5.1.22 
c : (5.1.22) 


比较 (5.1.21) 和 和 (5.1.22) xt, 得 as =c 由 (5.1.20) 得 4=0, 与 4 AOA). 

若 9 具有 其 他 的 形式 , 我 们 可 以 类 似 地 得 矛盾 . 

于 是 {fr} 在 A(zo,6/2) 内 正规 . 因此 , 存在 {fn} 的 子 列 在 A(zo,6/2) 内 按 球 
距 内 闭 一 致 收敛 . 因此 下 在 zo 处 正规 , 于 是 下 在 DD 内 正规 . 定理 5.1.3 得 证 . O 

类 似 地 , 我 们 不 难 证 得 如 下 结果 . 

定理 5.1.4 设 b 是 一 个 非 替 有 穷 复数 ,下 是 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 ， 其 
中 每 个 函数 的 零点 的 重 数 至 少 是 天 十 1, 极点 都 是 重 级 极点 . 著 对 于 大 中 的 任意 两 
个 函数 g, f, g 在 口内 分 担 0, SH, gP 在 万 内 分 担 六 则 三 在 万 内 正规 . 

推论 1 设 b 是 一 个 非 替 有 穷 复数 , 三 是 区 域 D 内 的 一 族 全 纯 函 数 ， 其 中 每 
个 函数 的 零点 的 重 数 至 少 是 天 十 1. BAT 下 中 的 任意 两 个 函数 f，9, f，9 在 D 
Aza 0, P, gP DADE b, WF AD KEM, 

推论 2 设 b 是 一 个 非 零 有 穷 复数 , FREAD 内 的 一 族 亚 纯 函 数 . HHT 
F 中 的 任意 两 个 函数 f, 9, f, 在 DADE O, JTF, go AD ADE b, w 
F ËD AEM. 
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下 面 例子 说 明 , 定理 5.1.3 的 条 件 (F 中 每 个 函数 的 零点 的 重 数 至 少 是 上 十 2) 
是 最 佳 的 . 
例 5.1 i n,k 是正 整数 , D = {z:|z <1}, F= {farh 其 中 


nzkth 


fn(z) = KM 


一 一 一 = 1,2,3,--- 
nz—1)’ n >) 3 ? 


则 大 中 的 每 个 函数 具有 一 个 重 数 为 十 1 的 零点 . 显然 , 对 于 任意 一 对 正 整 数 m， 
N, fm, fn 在 DD 内 分 担 0. 由 于 


falz) = 5 (+ 十 Lami Hot att 4 + 去 二 z) , 
于 是 即 得 y 
—1 
(nz 1+ Al. 
这 样 fa, f° 在 DD 内 分 担 1. 但 是 大 在 0 的 任何 邻 域内 不 正规 
与 本 节 内 容 相关 的 结果 可 参看 文献 [74j, [75], [76], [78], [103]. 


(8) (z) 二 1 十 


5.2 分担 一 个 值 的 亚 纯 函数 族 


FRM L. Zaleman!"4 考虑 分 担 一 个 值 的 情形 , 证 明了 

EH 5.2.1 设 太 是 区 域 万 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , 太 是 一 个 正 整数 ,Q 天 0 和 口 是 
两 个 有 穷 复数 . PATE 中 的 任意 函数 f, 矿 的 震 点 的 重 数 至 少 是 1 f(z) fM(2) = 
a < f(z) =d, RF & D AER, 

证 明 ”不妨 设 D = {z : |z| <1}. 假设 下 在 D 内 不 正规 . 则 由 引 理 3.1.3 知 ， 
存在 fn © Fy zn € D, 和 pn 一 OF, 使 得 gn(C) = pr" faln + pnb) 在 复 平面 C 上 
按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 非常 数 亚 纯 函 数 9， 且 它 的 球面 导数 有 界 , 因而 其 级 至 多 为 
2. 由 Hurwitz 定理 知 ，9 的 零点 重 级 至 少 为 k. 

我 们 断言 : (i) g Aa; (ii) g® #0. 

(i) REZ g(Go)g" (Co) = a, I glo) 4 œ. Æ gg =a, M g AMM, H g £0. 
于 是 由 定理 1.3.3 知 ，9 的 级 至 多 为 1. 所 以 9(6) = ec+4 其 中 c(F 0), d 为 常数 ,但 
g(C)g(C) = chereS+24, 矛盾 . 所 以 gg" £ a. 因此 存在 Crs Gn 一 bo, 使 得 当 n 充分 
大 时 有 


a = Gn(Cn)g (Cn) = fa(zn + Pnn) fE (zn + Pabn)- 


于 是 有 I (en + Pnn) = b, I (Gn) = PR? fa?’ (em + Pabn) = pr b. 所 以 g (Co) = 
lim gh? Gn) = 9, 5 9(Go)g™ (Go) = a 0) 矛盾 . 所 以 (i) 成立. 


(ii) 假如 g™ (Co) = 0, HW g(Go) = 00. Æ g® =O, N g 是 次 数 小 于 的 多 项 式 ， 
这 与 9 的 零点 重 级 至 少 为 天 了 矛盾. 所 以 o® £0. 由 于 PO- phd gO, B 
gP £0, 所 以 存在 C Cn > Co, 使 得 当 n 充分 大 时 有 


g (Gn) — £b = 0， 


即 有 
上 (Zn + Pnbn) =b. 


由 于 f(z ) = b = fale) fi Pe) = 二 4, ,所 以 有 fn(zn + Pnn) fs” (Zn + Pafs) = a. 
从 而 Gn(Cn)gn” (Cn) = fn(zn + nen) FE an + pnbn) = a. 但 jim gn(Cn)gd (Cn) = 
g(Co)g (1) (Cy) # a, 了 矛盾. 所 以 (ii) RA. 
假设 9 为 超越 亚 纯 函数 . 当 k= 1 时 , 则 由 定理 3.3.3 知 ，gg' -a 有 无 穷 个 解 ， 
了 矛盾. TEZE k> 2 的 情形 . 由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 得 


1 — 1 
T(r, ga) < No) +N (r,- w) +N (na) + S(r,g) 


一 —({ 1 
N(r,g) +N (r + ) + S(r,9), (5.2.1) 


其 中 S(r, g) = o(T(r, 9). 
另 一 方面 , 由 Nevanlinna 第 一 基本 定理 得 


1 1 
T(r, 99") > 3 [xe gg™) +N (r w) + O(1) 


> EINO o)+N (r 2 ) + sg (5.2.2) 
于 是 由 (5.2.1) 和 (5.2.2) 得 
N(r, g) = S(r, 9). (5.2.3) 


由 对 数 导 数 引 理 得 


5.2 分 担 一 个 值 的 亚 纯 函 数 族 “83 - 


所 以 由 引 理 1.4.2 证 明 中 的 (1.4.4) 得 


(nga) + (a) 
sm 人 vn) a 5 _ 9) 
Ca 


(k) y (yY 

gg™) , (99 a)’ 1 

<m ( Í gO + gga | a) + S(r, 9) 
<m (» Oy way) +509) 


<T(r,(99)) -N (x ay) + S(r,g) 


L 1 
<N(r,g)+T(r, gg) -N (x aay) + S(r,g). (5.2.4) 
于 是 由 Nevanlinna 第 一 基本 定理 即 得 
1 1 
2T(r,g) < N(r,g) +N (x =) +N (x “ar al -N (ogay) + Sr,9) 

<N(r,g) + (k+1)N (x >) +N (x i) + S(r,g). (5.2.5) 

因为 gg —a 40,9 的 零点 重 级 至 少 为 (> 2), 所 以 由 (5.2.3) 和 (5.2.5) 得 
2T (r, g) < AN (x z) + S(r,g) S SN (r =) + S(r,g) 
<37 (r2) +5,9) < FT09) + S09), 
于 是 即 得 T(r,g) = S(r, 9), 矛盾 . 因此 9 为 有 理 函 数 . 
若 9 是 非 多 项 式 有 理 函 数 , 则 有 


gO = apC” + an-1C"7 +--+ oC ao + o, (5.2.6) 


其 中 a0,a1,… ,an 为 常数 且 满 足 an 40, p 和 4 为 满足 degg < degp 的 互 素 的 多 
Wik, HA degp > 1, 9(6) £0. 


n > k, Wl 


(0) = a-nln—1)---(n— nk qk(C) 
gO) = ann(n — 1) (n — k + 1)" + + O (5.2.7) 


其 中 pk(C) 和 al 为 互 素 的 多 项 式 . 
由 归纳 法 , 易 得 deg qn < deg pe. 于 是 由 (5-2.7), 得 9 (¢) = 0 有 解 , Bo () Z 
0 矛盾. 所 以 n< k, 于 是 有 


9(6) = ak! + a? +--+ aG + ao + mat (l<k—1,a 40), (5.2.8) 


(k) (C) 
IO = Pal (5.2.9) 
因为 9) (¢) £0, 所 以 qx 为 一 非 零 常数 , 记 为 4. 于 是 有 


IO = mG} 


由 degp > 1 知 , g 必 有 有 穷 极 点 . 所 以 gO BRED k+1 的 有 穷 极 点 . 于 是 即 
得 degpk >k+1. 所 以 


(KE) /FY 1 l-1 4 ac) A 
0(6)9 (¢) M + a—1¢ + aC 十 Qo 十 2D(O) Dk(C) 
CC 十 ai-16 +--+ + aC + .a0)p(¢) + CON 


TG pr (C) 


因此 OJO = a 有 解 , 与 OJPC 4a FE MU 9 为 多 项 式 ， 但 由 于 
OC) #0, 9 的 零点 重 级 > k, 于 是 有 g0) = a(l- ao), 其 中 cl #0. Ast 
g(0g(C) -a = 0 有 解 ,矛盾 . BRU FED 内 正规 . 口 

下 面 两 个 例子 说 明定 理 5.2.1 中 的 条 件 a A0 是 必需 的 . 

例 5.2 D= (2: lel <1}, F = {fa} EP fale) =e, W fale) fP e) = 
nke2nz. BIR, AP = 0 < 一 P(e) = 0, HE F ED 内 不 正规 . 

B 5.3 iD = {2: le] < 1}, F= {fa} RP fale) =e” —1/n, W file) = 
ne™, falz) fiz) = n(e™ —1/n)e™. 于 是 即 得 f(z) 扩 (2) = 0 < fh(z) = 1, 但 是 
FE D 内 不 正规 . 

HRM L. Zalman (5), 叶 亚 盛 和 庞 学 诚 R19 证 明了 

定理 5.2.2 设 丰 是 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 , a,b 是 两 个 非 替 有 穷 复数 , 

一 个 正 整 数 ， 若 对 于 大 中 的 任意 函数 f, f 的 零点 的 重 数 至 少 为 上 十 1, f(z) = 
a< > f®(z)=b, WF & D AEM. 

证 明 ”不妨 设 D = A 为 单位 圆 . 假设 F 在 A 内 不 正规 ， 则 由 引 理 3.1.3 知 ， 
存在 fn © F, zn © A, pn 一 0+, 使 得 gn(C) = pa*fn(zn + Pnl) 在 复 平面 C 上 按 球 


5.2 分 担 一 个 值 的 亚 纯 函数 族 “ 85. 


距 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 非常 数 亚 纯 函数 g, H g 的 零点 重 级 至 少 为 上 十 1. 

我 们 断言 O gP Ab (i) g 没有 单 重 极点 . 

(i) Hg (Co) = b, W gO £b. 否则 g 为 k 次 多 项 式 ,这 与 9 的 零点 重 级 > k+1 
了 矛盾. 由 于 gCo) =6 Bo & b, Beh Hurwitz EEA, 存在 Gn, Gn 一 bo, 使 得 
当 充分 大 时 ， S (en + pnka) = gM (Cn) =b. 由 于 falën 十 pnbn) = a, 从 而 
fn(zn 十 pnGn) a 

pk phe 
于 是 有 9(Co) = lim gn(Gn) = 00, 这 与 9 (Go) = 矛盾 .所 以 (i) 成 立 . 

(ii) 设 g(Co) = 00. 由 于 g = 00, WEAR Alo, 6), 使 得 当 n 充分 大 时 , 1/g 
和 1/gn 在 圆 上 全 纯 , H 1/gn 一 致 收敛 于 1/9. 所 以 在 Alo 6) E, 1/gn(¢) — ph/e 
一 致 收敛 于 1/g(¢). 

又 由 于 1/g 不 是 常数 , 所 以 存在 Cn, Cn 一 Co, 使 得 当 n 充分 大 时 有 


Gn(Gn) = 


l Pn 
gn{Gn) a 
于 是 有 fn(zn + PnSn) =a. 从 而 有 
I (Gn) = FP (zn + PnGn) =b. (5.2.10) 


4 k =1, 则 由 (5.2.10) 得 
_ 9 Go) 


(a5) _ 
9(¢) ce 9° (Go) 
eT gh (Ga) _ 
= im, | oa =o 
因此 Co 为 9(0) 的 重 极点 . 所 以 g 没有 单 级 极点 . 
类 似 地 , Æ k = 2, 则 由 (5.2.10) 得 


( 1 ) __ 9G) alo)? 
9(¢) C=Co g2(Co) 93(Go0) 


SiG) (Fae) 


2 


= im, | la) 93(Sn) 
MEn) > a. Glen)? 


g 
一 一 lm == 一 


nco g2(Cn) n= 名 (人 


ol gn(Cn) ° 
=2 ia f| aele ota. (5.2.11) 
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由 于 Jim gn(bn) = co, 于 是 由 (5.2.11) 得 
(Gn) 1 
ia [BG] =O 


所 以 (1/9(0))' fecc, = 0. 因此 Co 为 (C) 的 重 极点 . 故 9 没有 单 级 极点 . 
Hk> 3, 由 归纳 法 可 得 


(k) ( Nk 
1 : 
G) =- 4 a + So Aig’, (5.2.12) 


O<igk—2 


其 中 A; 是 (1/9) (1/9)”,…, (t/a) FY 的 多 项 式 . 
因此 由 (5.2.10) 和 (5.2.12) 得 


C=60 
= lim ( 1 ) 
?一 oo gn(C) c= 
— ii _ gn (Cn) 1(9n (Sn)) 十 Aigh n 
ml g2 (Cn) gh** (Cn) O<ixk—2 n(n) 
| (gn (Gn))* i 
= lim |r! + Aign (Sn 
Jim | A wo In (G | 
/ k 
= lim p! (gan) + JO Aigi(Gn)| + Aolo) 
n= gn (Cn) 1<ixk—2 


— im _ (gn (Gn) * _4)\k,k-1 一 1 
一 im 区 la) ) (—1) gn (Wr 2 ， Agi, 3 gn(Cn) 


+Ao(Co). (5.2.13) 


由 于 lim gn(cn) = 00, 于 是 由 (5.2.13) 得 
， — n(n) * _1\k 天 一 1 一 1 _ 
im 区 faites) (-1)"9n G+ 2 A ign o|- 0. 
类 似 地 可 得 


, _ 6) ) (_yykgh-2 - 
lim, k (SD) nae D Aoi wo- 0 


2<i<k—2 


5.2 分 担 一 个 值 的 亚 纯 函数 族 “87. 


如 此 进行 下 去 , 我 们 归纳 可 得 


[中 Go) 
Jin [SRE] ~" 

FEB (1/9(0))' |._ = 0, 从 而 Co 为 9(5) 的 重 级 极点 . 因而 g 没有 单 级 极点 , 所 
以 (ii) RZ. 

由 引 理 4.2.4 知 , 9 是 有 理 函 数 . Bo 是 多 项 式 , WH 9 的 零点 重 级 >k+1 及 
(i) 可 知 ，9 是 常数 , 矛盾; 若 9 是 非 多 项 式 有 理 函 数 , 则 由 9 的 零点 重 级 > k+1, (i) 
以 及 引 理 4.2.2 可 知 ，9 有 一 单 级 极点 , 与 g 没有 单 级 极点 矛盾 . 

A F Æ D 内 正规 . 定理 5.8 得 证 . 口 

定理 5.2.3 设 太 是 区 域 万 内 的 一 族 全 纯 函 数 ，a,b 是 两 个 判别 的 非 零 有 穷 
复数 . 车 对 于 丰 中 的 任意 函数 f, f(z) =a > f(z) =a, f(z) =b > f"(z) =), 
Rl F & D AEM | 

为 了 证 明定 理 5.2.3, 我 们 需要 如 下 引 理 ( 见 [92] 定理 1). 

引 理 5.2.1 设 /为 有 穷 级 非常 数 整 函数 , a 为 有 穷 复数 . Æ 与 fCM 分 担 
Fe) -a = Alfe) — al, 
其 中 A AIR HK. 

定理 5.2.3 的 证 明 ”假设 下 在 ze 了 处 不 正规 . 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 序列 
Zn 一 20; 正 数列 pr 一 0+ 和 函数 列 fn€F, 使 得 gn(C)=pa [fn(zntpnd) 一 aj 在 复 平 
面 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 非常 数 整 函数 9 H g#(C) < g#(0) = (la| +1)+1. 
由 定理 1.3.3 知 , 9 的 级 不 大 于 1. 

我 们 断 诗 : (i) gC) = 0 4 9 =a; (9 (0 =b <= g”) = 9. 

(i) 设 g(Co) = 0. 则 由 Hurwitz 定理 知 , 存在 Cn, Cn 一 Co, 使 得 当 n 充分 大 时 有 

gr(Gn) = = pp (faln + Pabn) 一 a] =0. 
所 以 fn(zn + Pnn) = = a. 由 于 fr(Q) = =a FAG )= =a, 则 有 
gn (Cn) = fa ln 十 PnGn) =a, 

因此 g'(Co) = lim gn (Cn) = a. BLA g(C) = 0 = 9'(6) =a. 

BRE g'(Co) =a. Wa’ Za. 否则 gC) =al- G) 经 简单 计算 得 


1 | 1, 
#(0) < 
#0) P ll <1. 


这 与 g#(0) = (lal +1) +1 FE. 由 于 9 (Go) = a, E g' = a, 所 以 存在 C, bn > Co, 
使 得 当 n 充分 大 时 ， 有 falza + pnln) = Gn (Gn) = a. 因此 fn(zn 十 pnln) = a. 
所 以 gn(Cn) = [falen + Pnn) 一 qj/pn = 0. 由 于 gCo) = lim gn(Cn) = 0, 所 以 
g (6) =a => 9(¢) =0. 于 是 (i) RZ. 
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(ii) BE g’(Go) = b. MI g(Co) # oo. DA g' Ab, BM g(C) =b- Qa), 这 与 GG) F 
盾 . 由 Hurwitz 定理 知 , 存在 Cn, Gn 一 Co, 使 得 当 ”充分 大 时 , 有 所 (zn + pnGn) = 
In(Sn) =b. 因此 fa (zn 十 Pnbn) = b, 所 以 ghln) = Pnfn(žn + Pnn) = pnb. 由 于 
9! (Go) = lim go = 0 所 以 oO = b > g"(6) =0. 

BLE g” (Co) = 0. 显然 多 £0, 否则 9 为 一 次 多 项 式 , 这 与 (i) 矛盾 . 由 于 在 Co 
BIBIR, gC) - pnb HAF g(¢) ， 由 Hurwitz 定理 知 ， 存 在 Cn, Gn 一 Co, 
使 得 当 n 充分 大 时 有 


gi (Cn) 一 Pnb = Pnfa(2n + Pnn) — pnb =Q. 
所 以 fi (zn + pnCn) =b. 由 于 Fnk) =b 4 fr) =b, 所 以 
In(Gn) = faln + Pnn) = b, 


因此 9 (Co) = lim gh, (Gn) = b. BEL g” (C) = 0 = g'(c) = b. FÆ (i) 成立 
由 (i), (ii) 可 知 , g +0 与 9 CM 分 担 a. 于 是 由 引 理 5.2.1 得 


g (6) — a = cg(¢), (5.2.14) 
HF c #0. 所 以 
g(6) = Ae% — $, 
C 
g'(6) = Ace, g”(¢) = Ace, (5.2.15) 
与 (ii) 矛盾 . 
所 以 下 在 DD 内 正规 . 定理 5.2.3 得 证 . 口 


问题 5.1 ”定理 5.2.3 对 于 亚 纯 函 数 族 是 否 仍然 成 立 ? 


5.3 ”分担 一 个 集合 的 亚 纯 函 数 族 


刘 晓 军 和 庞 学 诚 484 改进 了 定理 5.1.1, 证 明了 
定理 5.3.1 FARR 万 内 的 一 族 亚 纯 画 数 ，al,a2; aa 为 三 个 判别 的 有 穷 
复数 , S= {a1,02,03}. 若 对 任意 J) EF, fZeSef2Zes, MFADAE 
规 . 
为 了 证 明定 理 5.3.1, 我 们 先 证 明 
BI 5.3.1 E f(z) 为 有 穷 级 亚 纯 函 数 ，al,a2,a3 为 三 个 判别 的 有 穷 复数 ， 
S = {a1,a2,a3}. Æ f(z) 的 零点 只 有 有 限 个 , A f'(z) ES 人 jz) 一 0 Mf ABB 
函数 . 


ES FBTR INTEM RO 


证 明 对 f' 应 用 Nevanlinna 第 二 基本 定理 得 


T(r, f')<N(r, fy +N (x 7a) +N (« z) +N (r =z) + S(r, f’) 
=N (« Z) + N(r, f) + S(r, f’). (5.3.1) 


因为 f 是 有 穷 级 亚 纯 函数 , T(r, f) < 2T(7,f) + Slr, 用 所 以 "也 是 有 穷 级 亚 
纯 函 数 . 于 是 有 S(r, f!) = O(logr). 又 上 只 有 有 限 个 零点 , 所 以 万 (x 5) = O(logr). 
代入 (5.3.1) RI 2T(r, f!) < Nir, f) + Ollogr), 所 以 T(r, J’) < Ollogr), 即 上 为 有 
HE pa ML. 口 

定理 5.3.1 的 证 明 不 妨 设 D RAM A. HF 在 A 内 不 正规 , 则 由 引 理 
3.1.3 知 , 存在 点 列 zx, |zn| <r < 1, BBO" 户 (z) € F, 正 数 列 pn, pn 一 07, 使 得 
ha(C) = falen + pnC) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收 全 到 一 个 非常 数 亚 纯 函数 
hO, E h(0) 的 级 至 多 为 2. 

不 妨 设 ay £0. FG = {gn :nn 二 1,2,3,…], 其 中 


gn(C) = Pn (Rn (¢) —ai) = Pn (fn(zn + Png) — a1), 


我 们 断言 : 9 在 RC) — a1 的 零点 处 不 正规 . 

设 bo WAC) - ai 的 零点 . 假设 9 在 Co 处 正规 , 即 在 9 中 任 取 一 个 函数 列 
MO 都 有 子 列 ( 仍 记 为 {9n(C)}) 在 A 内 按 球 距 内 闭 一 致 收 伍 于 亚 纯 函 数 g(C). 

因为 h(C) £ a1, Ber Hurwitz EA, 存在 Cn Cn 一 Co, 使 得 An (Gr) = a1. 所 
以 g(Go) = lim pa (hn(bn) — a1) = 0. 

由 零点 的 孤立 性 知 , 存在 Co 的 去 心 邻 域 A'(bo0,6(60)) = {6 :0<|-bo| < (Co) }, 
使 得 RCC) — a1 在 A'(@,6(Go)) 内 没有 零点 . 

H Ci A A’(Co, d(Co)) 内 任意 一 点 ， 则 


9g(G) = lim pm (An (61) — a1) = 00. 


从 而 9 在 NG) 一 aa 的 零点 处 不 正规 . 所 以 9 在 bo 的 5 邻 域 A(Go,5) 内 不 正规 . 于 是 
由 引 理 3.1.3 知 , 存在 点 列 Cn, Gal Sr < 1, RRA gall) < G, 正 数列 mim — 0+, 


使 得 Fa(€) = ng 9n(Cn + M£) = fof Te) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 到 


Pn 
收敛 到 一 个 非常 数 亚 纯 函 数 FE), 且 F(é) 的 级 至 多 为 2. 
我 们 断言 : 
(i) F(E) 的 零点 只 有 有 限 个 ; 
(ii) F'(€) € S = {a1, a2, a3} & F(E) = 0. 


BoA) -a 的 有 重 零点 , 则 下 至 多 存在 & 个 不 同 的 零点 . 事实 上 , # 
存在 ééne Ekti 使 得 F(E) = 0. 由 于 F(E) 4 0, 则 由 Hurwitz 定理 知 ， 存在 
En; > Ez j =1,2, k +1. 使 得 Fr{En;) = 0, 故 An(Gn + Mnén;) -a 二 0. 又 因为 
Cn + nEn; > Co. 由 Hurwitz 定理 知 ，Co 为 AO 一 a1 的 至 少 大 十 工 重 零点 ,这 与 假 
WAS. 所 以 断言 (i) 成 立 . 

设 F(&) = 0. 由 于 F(E) # 0, 则 由 Hurwitz 定理 知 ， 存 在 fn, En 一 £o, 使 得 
Fa (En) = 0, 即 fn(zn + Pn(Gn + Mnén)) = a1, 故 Fala + pn(Cn + Tnén)) € S. 于 是 有 
Fi(¢n) € 8, 所 以 F' (£o) € S. FÆ FC) =0 = FE) E S. 

设 F' (£o) = aj, j = 1,2,3. HF F' (E) A aj, M) Hurwitz 定理 知 , 存在 En, En 一 
£0; 使 得 Fy (En) = fn(Zn + pn(Gn 十 NnEn)) = Qj, 故 fn(zn 十 pn(Cn 十 Nn&n)) € S. 故 
存在 {fn} 的 子 列 仍 记 为 {fn}; 使 得 fn(zn 十 pn(Gn 十 nnén)) = ai. 所 以 F(£o) = 
jim, Falgq) = EEEE E 0 于 是 有 FO ES > FO = 0. 所 
以 断言 (ii) 成 立 . 

由 断言 (GG) 及 引 理 5.6 知 ，F(6) 为 有 理 函 数 . 又 由 于 gn(9) 在 邻 域 Alo, d) 
内 解析 ， 所 以 FE 为 多 项 式 . BW FE) = cof? + ce +--+ + cp, 其 中 必 = 
0,1,2,… sp) HABE co £0, MH r > oo Rf, Æ T(r, F") = -Diogr N (ns) = 


F 
plogr, S(r, F’) = O(1). 因此 由 (5.3.1) 得 
2(p — 1)logr < plogr + O(1). 


所 以 p <2. 

当 p 二 1 时 , F(E) = cof + cu 由 断言 (让 得 FO) = oj 但 FE) =0 仅 有 一 个 
零点 , 这 与 断言 (ii) FA. 

4 p = 2f, F(E) = col€ — E)E- &), 求 时 得 FO) = olt — £o - £), 
au 4 eGo — 61) 1,2,3) 为 PO) = WER, HFG) = 0 仅 有 两 个 零点 ,这 与 
断言 (i 矛盾 所 以 F te D 内 正规 o 

对 于 全 纯 函 数 族 的 情形 有 如 下 结果 . 

定理 5.3.2 ” 设 帮 为 区 域 卫 内 的 一 族 全 纯 画 数 ，al,a2,Qs 为 判别 的 有 穷 复数 ， 
M 是 一 个 正 数 . BAER f(z) E 丰 , 当 f(z) = uli = 1,23) 时 , |f'(2)| < M, WF 
在 DD 内 正规 . 

证 明 ”假设 下 在 D 内 不 正规 . 则 由 引 理 3.1.3 知 ， 存在 点 列 zn € D, 正 数 列 
pn 一 0+, MERA fa € ,使 得 on(€) = falen + Prf) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 
致 收敛 到 一 个 非常 数 的 整 函数 9 

我 们 断言 : Æ gE = a1, 02,03, WH g (E) = 0. 
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设 g(o) = a1, 则 由 Hurwitz 定理 知 , 存在 En, En 一 fo, 使 得 对 于 充分 大 的 
n, 有 a= gn(én) = fn (zn 十 pnén). 于 是 有 lf, (en + pnén)| < M. 因此 |g (én)| = 
lent} (en + pnén)| < PaM, 于 是 即 得 9 (£o) = jim gn (En) = 0. 这 样 我 们 证 明了 当 
g(€) = a1 BY, 有 9 (6) = 0. 同 理 , 当 g(&0) = a2 或 as 时 , 有 gf (6o) = 0. 于 是 上 述 断 
” 言 得 证 . 
显然 % #0. 于 是 由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 , 并 注意 9 是 整 函数 得 


=< 1 — 1 — 1 
2 < 四 , ’ ’ 
T(r, 9) N (r >) +N (r =) +N (r —) + S(r,g) 
<N (« 2) +S(r,g) ST (=) + S(r,g) 
<T(r,9') + S(r, 9) < T(r, 9) + S(r, g). 


于 是 即 得 T(r,g) = S(r,9), 矛盾 . 所 以 F E D 内 正规 . 口 


5.4 ”分担 函数 的 全 纯 函 数 族 


庞 学 诚 051, 陈 怀 惠 和 华 歼 厚 [51 证 明了 如 下 定理 . 

定理 5.4.1 设 太 是 区 域 万 内 的 一 族 全 纯 函 数 ,，Qa 是 一 非 零 有 穷 复 数 . BH 
FRR FEF, fi fe fl EDAD a, NF AD 内 正规 . 

证 明 ”不妨 设 D 为 单位 贺 A. 假如 F Ze A 内 不 正规 . 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 
函数 列 fr EF, 点 列 z EA, 和 正 数列 pn 一 ot, 使 得 gn(¢) = pa [fn(zn + pne) — a] 
在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 非常 数 的 整 函数 g, FFA g#(C) < 
g#(0) = 2(la| +1) +1. 于 是 由 定理 1.3.3, 得 9 的 级 至 多 为 1. 

用 定理 4.3.1 的 证 明 方 法 一 样 证 得 

(i) g(¢) =0 => g'(¢) =a; 

(ii) g/(¢) =a = g” (€) =0. 

如 果 g £0, NI g(¢) = e4+5, 其 中 AC 0), B 是 常数 . 于 是 有 


g'(¢) = Ae^StP, g"() = AeA, 


设 g (Co) = a, 则 A246 +B = g" (Cy) = 0, 这 是 不 可 能 的 . 所 以 存在 Co, 使 得 (C0) = 
0， 易 知 9 #0, BM, 有 gC) = al- G), 于 是 即 得 g#(0) < 2(la| +1) +1, 与 
g# (0) = 2(lal +1) +1 FJA. 

由 (i) 和 G) 知 , Go 是 g(C) -a 的 重 级 为 m 2) 的 零点 . 因此 go*™ (Co) #0, 
并 且 存 在 5 > 0, 使 得 当 |¢ -人 ol < ô 时 , 有 


gE) £0. (5.4.1) 
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由 Hurwitz 定理 , 存在 m 个 序列 {Cin}, i = 1,2,.… ,m 使得, lim Cin = Co, 并且 
对 于 充分 大 的 n 有 


gn(Cin) =@, i=1,2,..,m. (5.4.2) 


因此 由 f(z) = a = fa (2) =a, 我 们 得 到 


gn(Cin) = pnf! (zn 十 PnGin) # 0, (i = 1,2,- m). (5.4.3) 
TEA 
Gin E jns 1SLi<jSm. (5.4.4) 
故 由 (5.4.3) 和 (5.4.4) 得 , gO (Co) = 0, 与 (5.4.1) 矛盾 . 
所 以 F Æ D 内 正规 . 定理 5.4.1 得 证 . 口 


常 建明 , 方 明亮 , L. Zalman 等 人 Bo 47) 推广 并 改进 了 定理 5.4.1, 证 明了 

ER 5.4.2 BF SRR D 内 的 一 族 全 纯 函 数 ,天 之 2 是 一 正 整数 . hE 
数 , a 是 一 个 在 万 内 不 取 零 值 的 全 纯 函 数 , HMPA SEF, f(z) = 0 一 > f(z) = 
alz), f(z) = a(z) => |f(z)| < h, RF A D AER. 

为 了 证 明定 理 5.4.2, 我 们 先 证 明 如 下 引 理 

引 理 5.4.1 置 - 


n 


F(z) = $ Pj(z)e"?*, (5.4.5) 
j=l 
这 里 n> 1 是 整数 , Pj(z\(FO(1<j <n) 是 多 项 式 , wj(1 <j <n) 是 判别 的 有 限 复 
数 . 用 Q(C C) 表示 包含 而 EQ (j= 二 1,2,… ,n) 的 最 小 凸 闭 包 ,其 中 面 表示 复数 w 
HERIR. 记 O1, Oo, +++, Om 是 凸 多 边 形 只 的 边界 OO 的 各 条 边 , HIV] Lyla, ,lm 
(lem<n) 是 各 边 的 长 度 , hi : argz = 01, ho: argz = b2 , ++, hm :argz = Om 是 
各 边 的 外 法 线 . 再 用 n(V,0,6;F) 表示 F ARA {z: Re(ze?) < Y, |argz 一 0| <e} 
内 的 零点 个 数 ( 计 重 数 ). 
那么 对 充分 小 的 正 数 c, 我 们 有 


n(Y, 95, €; F) = ay + O(1), (s = 1,2, uv ,m) Y — +00; (5.4.6) 
并 且 对 任何 9 4 {01,02 Om}, 存在 正 数 = e(0) 使 得 


n(Y,0,e; F) =O(1), Y > +o. (5.4.7) 


SA 分 提 画 数 的 令 色 数 族 男 


证 明 ia 是 69 的 一 条 边 , 它 的 两 个 端点 为 本 和 Oe. 设 8 的 两 条 邻 边 
为 2 和 Om, 2 的 一 个 端点 为 T, Om 的 一 个 端点 为 Te 于 是 我 们 只 要 对 91 证 明 
(5.4.6), 对 91 < 0 < 02 证明 (5.4.7) 即 可 . 

显然 , 我 们 可 以 假设 当 我 们 沿 着 OL MW 走 到 WD, 时 , 整个 9 都 在 右 侧 . 

HF a ec F(z) 与 F(z) 具有 相同 的 零点 , 而 且 重 级 也 相同 , 我 们 可 设 w = 
0, 因此 2 和 G2 公共 端点 是 原点 . 

i 8 位 于 射线 argz = a(0 < a < 2m) E. 我 们 做 一 旋转 , 即 考虑 函数 Fez) 
来 代替 F(z), 这 是 由 于 G(z) = F(z) X {z : Re(ze 1+) < Y, |argz 一 (9+a)| < 
E} 内 的 零点 个 数 等 于 F(z) 在 {z : Reze) < Y, |argz — 6| < e} 内 的 零点 个 数 . 
对 G(z), 8 的 对 应 边 落 在 正 实 轴 上 . 因此 我 们 可 以 假设 a = 0, 从 而 ô 落 在 正 实 轴 
上 . 

这 样 , 我 们 将 F BSA 


k n 
F(z) = Pr(z) +Y Be Do Bee, (5.4.8) 
j=2 j=k+1 


这 里 w, wo, :…，, we 是 实数 , 满足 0 = wi <w < < wk, wj 之 上 十 1) 是 复数 ， 
满足 Im(w;) > 0. 于 是 argz = n/2 = 0, $ OO HID ô 的 外 法 线 . 
现在 我 们 证 明 对 任何 9, 91 < 9 < 02, 和 任何 正 数 € < minfbg - 61, 62 — 0}/2 有 


n(Y,6,e;F) =O(1), Y > +o. (5.4.9) 


i z = rét (Ja — 0| < £) Al w; = |wjlel® (j = 2,3,--- ,n). WO < 9; < 3n/2— 62, 
Alb n/2+e<0-e<a<dtaK< 3r/2 -0+0+e < 3x/2 一 e. 于 是 对 任何 
t>0,4r- wo 时 有 


lewi*| = exp(|w;|r cos(; + 0)) = ofr), 
从 而 有 
F(z) = Pi(z)+o0(1), r—> oœ. (5.4.10) 


这 就 导出 了 (5.4.9). 于 是 (5.4.7) 得 到 了 证 明 . 

下 设 Om 的 外 法 线 为 argz = Om, 并 记 ar = b2 — 0/2, aa = n/2 — Om 以 及 = 
是 一 个 正 数 满足 c< min{x/2,01,02} HAM j =h+1,k+2,---,n 有 |Re(w;) 一 
w,| tane — Im(w;) < 0. 我 们 现在 来 证 明 


x Wk 
L e: = — . 5.4.11 
n(Y, Ds F) orY + OC); (Y 一 oo) ( ) 
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对 给 定 的 y 之 0, 置 


n 
S(y)={z:Im(z) =y, |argz— S| < e}, 
I(y)={x: -ytane < z & ytane}. 


不 失 一 般 性 , 我 们 可 设 Pele) 是 首 一 多 项 式 , 并 且 Peliy)(y € R) 的 虚 部 满足 
Im(Pe(ig)) # 0. (EM, 我 们 考虑 函数 2F(z) RE F(z). 那么 有 Im(iyPeliy)) # 
0， 事 实 上 , 如 果 Im(Pi(iy)) = 0 并 且 Im(iyPy(iy)) = 0, 那么 就 有 Im(Pe(iy)) = 
Re(Py(iy)) = 0. 由 此 可 知 Pe (iy) = 0, 从 而 Pe(z) = 0, 矛盾 ) 

断言 ”存在 正 数 i, 使 得 对 任何 给 定 的 y > Yo, HF x RGM Im F(z) 在 T(y) 
上 只 要 不 恒 为 零 , 就 至 多 只 有 mi 二 ma 十:… 十 mk +k-1 FA, 这 里 m; = deg Pj, 
(j =1,2,---,&). 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 此 断言 . 车 上 述 断 言 不 成 立 ， 则 对 于 任意 正 数 N， 存 在 
yy > N, 使 得 在 Iy) 上 Im(F(z)) 至 少 有 mi 十 m2 十 … 十 mg 十 个 零点 . 

设 z 二 x 十 iy € Sy). 那么 我 们 有 


g(r) = Im(F(z)) = £97 
k 
= x fao — Pi(z)+ > [Be Boje 
j=2 


+ > pe ne" 


j=k+1 


f k n 
= Quala) + Qj) JO Qala) mw, (5.4.12) 
j=2 j=k+1 
这 里 


1 
Qu (a) = -AO 
1 ;yi DPD/ wy yi ` 
Qile) = P(e — Pi(z)e™™”], j = 2 k, 
Q; a(z) = ZIP; (zje 0w 2+ Re(ws)y)i Be muse + Re(ws yi), 


JHk+i,k+2,--+,n. 


5.4 分 担 函 数 的 全 纯 函 数 族 :95 - 


Æ deg ji < my. 于 是 , 我 们 有 


-WT dmai+1g1 (x) 


g(x) =e dam 


=Q22( (2) + 5 Qala) ele w2)e 十 > Qj2 JeRe(ws)a— ~wer— Im(w;)y 


j=3 j=k+1 
这 里 
win VT . 
Qj,2(7) =e a 1(T)e™’™), j= 2,... ,k, 
dm1 十 


Quale) =e te PE (Qaae), j= kt Ls 
由 Rolle 中 值 定理 , gz(z) 在 Iu) 上 人 至少 有 m2 十 … 十 mx 十 一 1 个 零点 . 由 归 
纳 法 , 我 们 得 到 下 面 的 函数 
n(x) — Qkk(z) 十 5 Q;,n(a)eRewae—wne—Im(ws)y 


j=k+1 


这 里 Quk(z) 是 多 项 式 , 满足 deg Qk < mk. 
由 Rolle 中 值 定理 , on (x) Æ Iy) 上 至 少 有 m + 1 个 零点 . 令 


A 
= Abs Tm .4.13 
Qk, a(t) = (m p)! ( kb Di” kymptl> (5 ) 
Ay 1 ome Ay 2 gol 
— ， e . .4.14 
Qe (2)=7 I” 十 (me — pt 十 … + Aimetl; (5.4.14) 


这 里 系数 A, Ani(l=1,---,m+ I 是 y 的 函数 . 由 上 面 的 过 程 , 我 们 断言 存在 
非 奇异 的 (me 十 1) x (mx +1) 常数 矩阵 A, 满足 


(Ap1, 4 »Akymy+1) 三 ( 44 4lms+i)4. (5.4.15) 


现在 我 们 证 明 (5.4.15). i Aj = (Aj1, Aj,2; ne Ay, met) 这 里 Aj, l; Aj, 29°75 
Ajmxt+1 是 Qk, (£), (j = 1,2, ue sk) 的 系数 . 根据 上 面 的 过 程 我 们 有 


mjt1 
~(wy—w;)2 d 


Qk,j-+1(Z) =e 本 dremi+1 (Qis(z)e tr) ) iJ = 1, see ,k 一 工 . 


E Ajn = AjAjj41, 这 里 hj,y+1 是 从 A; 到 hj+1 的 变换 阵 . 
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通过 计算 , 我 们 有 


(wk 一 wr Q1;2 vt Q1,mx+l 
0 (we — wyt --- G2,m,41 
Ajj+1 = . . . ， 
0 0 eee (wr 一 wrt} 


这 里 Qi 是 常数 . 令 


A = Aj,2A93 +++ Ak-1,k- 


由 此 可 知 A 非 奇异 并 且 hk = ALA, 因此 (5.4.15) 得 到 了 证 实 . 从 而 我 们 有 


(Aa, 40 » Atjmy+1) = (Ak, Ak,23 Abmks+i)4 1 (5.4.16) 


这 里 4-! 是 4 WARE. 
再 由 Rolle 中 值 定理 , 对 任何 上 = 0,1,--- , me, g(x) 至少 有 一 个 零点 zt € Ily), 


这 里 


dt T = dt e(wj)z—wpz—Im(wj 
Pa = SA E E [Qalam] 


ap 


则 我 们 有 


由 此 即 得 


dat 


t 
dz Parse 


Aki 


Ak,2 
二 pm mt- AA 
(mx — t)! (mz —t — 1)! Fama ttl 


n at Re 
Q (wj)t—wee—Im(w;)y | 5.4.17 
+ dzt [es | ( ) 


A d Re(w;)z-wz-Im(w;)y 
R= -L Z [Raela Ji - (6.4.18) 


A —t— 
Ta ied t Armee 


A — 
ago 


+Ak,m,-t+1 = Re, (t =0,1,---, me). (5.4.19) 


Ax = Rm» (5.4.20) 


5.4 分 担 函 数 的 全 纯 函 数 族 "97. 


A 
Ak,m,—t+1 = Re — m geo —-+++— Åk mp-t (£t). (5.4.21) 


由 于 对 zx eIl) 有 


Re(w;)x — wex — Im(w;)y < |Re(w;) — wellz| — Im(w;)y 


< [[Re(w;) — wer| tan e — Im(wy)ly, 


FHI j = k+l, -n 有 |Re(w;) — wel tane 一 Im(w;) < 0, 于 是 从 (5.4.18) 式 ， 
(5.4.20) ~(5.4.21) 式 得 l 


Ák, = O(e™), (I = 1, 2, ute Mg) 当 y 一 +00, (5.4.22) 


这 里 c 是 正常 数 . 这 里 我 们 也 用 了 如 下 事实 : 对 ze Ily), 4y > +00 时 有 Qis(z) = 
O(y™),(l1<s<k,s<j<n). 
从 而 由 (5.4.16) 式 和 (5.4.22) 式 知 , 4 y 一 too 时 , 有 


Ari = 0O(e7%), (= 1 2 me) . (5.4.23) 
由 于 P.(z) 是 首 一 多 项 式 , 我 们 有 
P,.(z) = P(x + iy) = (x + iy)™ +- = U (x,y) +iV(z,y), 
这 里 U(z,y) 和 V(z,9) 是 z 和 ?的 二 元 实 多 项 式 . 通过 计算 , 我 们 有 
Qha(z) = sin(wkg)zme +--+ [V(0, y) cos(wey) + U (0, y) sin(wey)]- 
FRA 


A11 =sin(wey), (5.4.24) 
Aim,+1=V(0,y) cos(wey) + U (0, y) sin(wey). (5.4.25) 


由 (5.4.23)~(5.4.25) xt, 并 注意 到 U(0,y) A V (0, y) 是 y 的 实 多 项 式 知 , 当 y 一 +00 
时 有 
[V(0, yl? = [Army +1 — U (0, y) Ara]? + [V (0, y) Ara]? — 0. 


由 此 即 得 
Im(P,(iy)) = V(O, y) = 0, (5.4.26) 


这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
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由 于 在 射线 z= rele) 上 , 当 7 一 +00 I}, 有 F(z) = Pr(z)+o(1), 并 且 在 射 
Bz = reitV2 。) E, 当 7 +00 时 , A F(z) = e”**[Pk(z) 十 o(1)]. 于 是 存在 一 个 正 
数 , WA Yi > 2 了 0, 使 得 当 z 在 线段 {z = rell"/2+9) ; Y, / cose <r < y/cose} 上 滑动 
时 , 辐 角 arg F(z) 的 变化 量 的 绝对 值 不 超过 1/2, 并 且 当 z 在 线段 {z = rit- : 
Yı/ cose <r <y/cose} 上 滑动 时 , 4f arg F(z) 的 变化 量 , 记 为 A, 满足 


|A — wily - Y1 )| < (5.4.27) 


1 

5 

且 F(z) 在 线段 51 = {2 : Im(z) = Yi, | arg z — n/2| < e} 上 无 零点 . 
对 给 定 的 了 > 2¥,, BIER ô < min{1, Yo}, (HH F CE S2 = {z : Im(z) = 

Y +ô, |argz—2/2| < €} #l S3 = {z : Im(z) = Y — ô, | arg z -n/2| < e} 上 没有 零点 . 

根据 断言 , 对 每 个 SGU = 1,2,3), 如 果 在 S; 上 有 Im(F) 4 0, ABA Im(F) 在 $ 上 


至 多 有 Yo mj + D) -1 个 零点 由 此 注意 到 下 在 每 个 5; = 1 2.3) 上 无 零点 ,加 
J 二 
角 arg F(z) 在 每 个 8; U = 1,2,3) 上 的 变化 量 的 绝对 值 至 多 是 和 (my + 1). 
J= 


令 
Dı ={z : Yı <Im(z) < Y + ô, | arg z —1/2| < €}, 
D= {z : Yı <Im(z) < Y — ĝ, | arg z — 1/2] < e}. 


用 Asp arg F(z) 表示 当 z WE D 的 正 向 边界 滑动 时 , 辐 角 arg F(z) AARE. 根 
据 上 面 的 讨论 和 (5.4.27), 我 们 有 
Aap, arg F(z) < we(Y +6-Y1) +14 20 3 +1) 
<wkY + O(1), 和 
Aap, arg F(z) >w(Y -5-¥) -1- 25m; +1) 
> weY ~ O(1). m 


由 辐 角 原理 , FED 内 的 零点 个 数 至 多 为 sY +O(1), 而 下 在 D2 内 的 零点 个 数 
至 少 为 any ~ O(1). 于 是 下 在 {z: Im(z) SY, largz—2/2| < e} 内 的 零点 个 数 等 
于 EY +001) 


这 就 证 明了 (5.4.11) 和 (5.4.6). 引 理 证 毕 . 
引 理 5.4.2 hg 是 一 个 非常 数 的 整 函 数 ， 其 级 plg) <1, k > 2 是 一 整数 ; a 
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是 一 非 壳 有 限 常数 . Æ g(z) =0 = g'(z) =a, g'(z) =a = g™(z) =0, MA 
g(z) = a(z — zo), (5.4.28) 
其 中 2 是 常数 ， 


证 明 ER 9 是 非常 数 多 项 式 的 情形 . 由 于 9(z) = 0 一 g'(2) = a, g 的 所 
有 零点 均 为 单 级 零点 . 于 是 可 设 


1 
g(z) =a I (z — zi), 


这 里 ai(¢ 0) WHR 21 < j <) 是 g 的 互 不 相同 的 零点 . 从 而 由 gle) = 0 一 
go (2) =a YM, 1 一 1 次 多 项 式 g -a 有! 个 互 不 相同 的 零点 . 这 导致 9(z) -a=0. 
于 是 != 1. 从 而 我 们 有 (5.4.28). 

现在 考虑 9 是 超越 的 情形 . 用 引 理 4.3.1 的 证 明 中 用 过 的 方法 , 我 们 可 知 
g®) 
9 


是 一 个 非 零 常数 . 取 常 数 e 满足 A = 1/P, FS f(z) = glez), 则 由 (5.4.29) 可 得 


P= (5.4.29) 


fM=f (5.4.30) 
和 
f(z) =0 <=> f'(z) = ac (5.4.31) 
解 方程 (5.4.30) 得 
一 5 Cj exp(wzz)， (5.4.32) 
其 中 w = exp(2ni/k), Cj (j =0,1,2,--- 4 — 1) 是 常数 . 


由 于 f 是 超越 的 ， 于 是 存在 Cj € ‘One. Cri} 使 得 Cy #0. W {Cj} 中 
的 非 零 常数 为 Chm (0 < jm < k—1, m=0,1,-°: 8, s<k-1), 则 有 


-yc exp(w 和 im2) (5.4.33) 


m=0 


于 是 由 (5.4.31) 即 得 s > 1. 以 下 我 们 不 妨 设 0< jo < 广 <…<js<k 一 1. 现 
在 我 们 考虑 两 种 情形 . 


. 100 . 第 5 章 与 分 担 值 相关 的 亚 纯 函 数 族 


情形 1 RUG (O<m<s) 为 顶点 的 凸 多 边 形 Q 的 某 条 边 OO, 设 其 端点 为 
O° AO, 不 经 过 原点 . 
此 时 我 们 记 


F(z) = —w f(z) + f"(2) — ac. (5.4.34) 
由 (5.4.31) 可 知 有 
f(z) =0 = F(z) =0, (5.4.35) ` 
并 且 由 (5.4.33) 可 知 有 


F(z) = 一 ac 十 > Clim (WI™ — wi?) exp(w™z). (5.4.36) 
m=1 
现在 设 Q 在 边 8 上 的 外 法 向 为 hi : argz = 0. WA S|BE 5.4.1 可 知 ， 有 
n(Y, 01,6: f) = Aly +000) At n(Y, 01,6; F) = O(1). 但 由 (5.4.35) TAE n(Y, 81,3 f) 
< n(Y, 0e; F). 由 此 立 得 矛盾 . 
情形 2 “ 若 情形 1 不 可 能 发 生 , 那么 此 时 必 有 s=1, 并 且 wh = -wi 因此 可 
将 f(z) BA 


f(z) = Le’* — LK*e~*, (5.4.37) 
这 里 和 , LA K 为 非 零 常 数 . 于 是 
F(z) = 工 Ne\z + LK? `e ™. (5.4.38) 


现在 分 别 取 21 和 zo, 使 得 有 e = K 和 e = K. Wh (5.4.37) 有 f(z) = 
f(z2) = 0, 因此 由 (5.4.31) 有 f’(a) = f(z2) = ac. 但 f(z1) = 2LAK, f(z2) = 
一 2LAK. 从 而 2ac = f’(a1) + f’(ze) =0. 与 ac 关 0 矛盾 . 于 是 引 理 5.8 BE O 

定理 5.4.2 的 证 明 ”我 们 不 妨 设 D 为 单位 圆 盘 A. BE F 在 A 内 不 正 
规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 fn € F, zn © A, len] <r <1, 和 pn 一 0+, 使 得 
gn(C) = prt fn(2n + pnd) 在 复 平 面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 的 整 函 
数 g, HWE g%#(6) < g#(0) = |d| +2, 其 中 d = max{la(z)| : |z| < 1}. 由 定理 1.3.3 
知 , 9 的 级 至 多 为 1. 不 妨 设 zn 一 mE A. 

REEM 4.7 的 证 明 中 一 样 , 我 们 可 证 明 有 

(i) g(¢) = 0 = g'(Q) = al20); 

(ii) g/(C) = a(z0) = gC) = 0. 
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于 是 由 引 理 5.4.2 知 , g(¢) = a(z0)(C — G1), 从 而 有 9* (0) < lalzo)| < |d| + 2, 这 
与 g*#(0) = |d| +2 #8. 

于 是 大 在 A 内 ,从 而 也 在 D 内 正规 . 定理 5.4.2 得 证 . 口 

常 建 明和 方 明亮 B 推广 了 定理 5.4.1, 证 明了 

定理 5.4.3 R FABRA D AKAH- KAABA, al) 是 一 个 在 D 内 满足 
a(z) Z alz) HERR. 车 对 于 每 个 f EF, f(z) = a(z) —> f(z) = alz) — 
f"(z) = alz), f(z) — alz) =0 > f'(z) -a(z) =0, MF AD 内 正规 . 

这 里 f(z) 一 a(z) =0 > f'(z)- a(z) = 0 表示: WFR z f(z) —a(z) 的 一 个 n 
重 零点 , 那么 zo 是 f(z) - alz) 的 一 个 至 少 n 重 的 零点 . 

由 定理 5.4.3 即 得 

Hit 设 丰 是 区 域 万 内 的 一 族 全 纯 函 数 , 若 对 于 每 个 FE 大 f 和 f', ”在 
D 内 有 相同 的 不 动 点 , 则 三 在 万 内 正规 . 

下 面 的 两 例 表 明定 理 5.4.3 中 条 件 a(z) # alz) 和 f(z) — alz) = 0 > f(z) - 
a(z) = 0 都 是 必要 的 . 

例 5.4 设 D={z: |z|<1)},a(z) = ce”, 这 里 c 为 常数 . 再 设 下 = {fn}, 这 里 


fn(z) = e7 + ce”. 


那么 , 对 每 个 fe F, 我们 有 f(z) 一 a(z) £0, f(z) — alz) #0 A f(z) 一 a(z) # 0. 
但 三 在 DD 内 不 正规 . 
例 5.5 设 D={z:|z|<1}, a(z) = 22 +2z24+2 Ml F={fain=2,3,---},X% 
里 
falz) = nz +2? 42242. 


那么 , 对 每 个 falz) = nz2t+27+22+2€EF, RNA 


fn(2) — a(z)=nz%, 
Falz) — a(z)=(3n — 1)z, 
f(z) — a(z)= (6n — 2— z)z. 


因此 fa(z)—a(z), File) 一 a(z) 和 fil(z) ale) E D 内 有 相同 的 零点 . 但 下 在 DD 内 
不 正规 . 

定理 5.4.3 的 证 明 较 长 , 请 参看 文献 [39], 与 之 相关 的 结果 参看 文献 [219]. 文献 
[195] 考虑 了 比 定理 5.4.3 更 一 般 的 情形 . 


第 6 章 其 他 类 型 的 正规 定 则 


与 函数 的 复合 、 和 迭代 以 及 不 动 点 相关 的 亚 纯 函 数 族 的 正规 性 是 最 近 亚 纯 函 数 
族 理 论 研究 中 人 们 比较 关注 的 课题 ， 本 章 将 介绍 这 方面 及 其 相关 的 方面 最 近 所 获 
得 的 研究 成 果 . 


6.1 BRERSAD AN EM E N 


设 f(z) 为 一 亚 纯 函 数 . 点 zo 称 为 f(z) 的 不 动 点 , 如 果 f(z0) = zo 对 于 f(z) 
的 不 动 点 zo, 如果 |F (z0) < 1(= 1,> 1), 则 称 zo 是 f(z) 的 吸 性 不 动 点 (中 性 不 动 
点 , 排斥 不 动 点 ). 

1992 年 , 杨 乐 08) 提出 如 下 问题 : 

问题 6.1 设 太 是 一 族 整 函数 , k2) 是 一 个 正 整 数 , D 是 复 平面 上 的 一 个 
区 域 . 若 对 于 F 中 的 任意 函数 f, f ETH k KER f 在 万 内 都 没有 不 动 点 ， 问 
大 在 万 内 是 否 正规 ? 

1998 Æ, Essén 和 伍 胜 健 64 肯定 地 回答 了 上 述 问题 ,他 们 证 明了 

定理 6.1.1 B FARA 万 内 的 一 族 全 纯 函 数 . 车 对 于 F 中 的 任意 函数 S, 
BA k=Kf) > 2, RE fOkAKAR SAD ARAM, MF AD AER. 

为 了 证 明定 理 6.1.1, 需要 如 下 引 理 . 

引 理 6.1.1 96 设 f(z) 在 {fz: |z| <r <œ} ABM, Aij( = 1,2,3) 是 复 
平面 C 上 的 三 个 开 圆 瘟 ,并 且 其 闭 圆 盘 A0 =1,2,3) 互 不 相交 , 则 存在 仅 依赖 于 
r 5 Aj(j = 1,2,3) 而 不 依赖 于 f 的 常数 C, 使 得 只 要 三 的 球面 导数 fF 满足 


_ Iro] 
PO = ETOP 


>C, 


则 存在 一 区 域 QC {<r}, 及 jE {1,2,3}, RE f HQ 单 叶 映 射 到 D; 上 . 
引 理 6.1.2 设 z ED, {fn} 是 区 域 刀 内 的 全 纯 函 数 序列 , HA D\{z0} =D? 
内 正规 , 但 没有 子 序列 在 zo 处 正规 ， 则 对 于 每 一 个 满足 Alr) CDH r, 存在 
no = no(r) AFH n> no it, fn Æ A(zo,r) = {z: |z 一 zo| <r} 内 存在 不 动 点 . 
证 明 ”不妨 设 D 是 单位 圆 , zo = 0. Re r(0 <r <1). AW {fr} 在 D? 
内 正规 , 于 是 我 们 可 以 找到 {n} 的 子 列 仍 记 为 {fr}, 使 得 当 n 一 co 时 , fa 在 
{z: ri < |e] < r2} 内 一 致 收敛 于 f, HO <ri<r<re <1, WRF f = co, 或 者 
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f 在 {z: ri < |z| < r2} 内 解析 . 4 f FE fz: ri < lel <r) 内 解析 , 则 由 最 大 模 原 
理 知 , |fn(z)| 在 AO, r) 上 一 致 有 界 , 所 以 {fa} 在 20 = 0 处 正规 , 矛盾. 因此 f = oo. 
我 们 断言 : 对 于 充分 大 的 n, 户 在 A(0,r) 内 有 零点 . 否则 , 函数 族 {fn} 在 z=0 
处 正规 , 与 我 们 的 假设 矛盾 . 因为 fr 在 C(0,7) = {z: |z|="7} 上 一 致 收敛 于 co, 所 
以 存在 no, 使 得 当 n> no 时 , Æ C(0,r) 上 | 户 (z)| > ” FEX n > no 时 , 我 们 有 


I(fn(z) = 2) - falz)| = lel =r < fa), lz] = r. 


E fn(z) Æ A(0,r) 内 有 零点 , 则 由 Rouché 定理 知 , f(z) 一 z TE A0, r) ADA. 
于 是 即 得 对 于 充分 大 的 n, fa TE A(0,7) 内 有 不 动 点 . 

因为 {fn} 的 每 一 个 子 列 都 有 无 穷 多 个 函数 在 A(0,7) 内 有 不 动 点 , 所 以 仅 有 有 
FA n, 使 得 fn 在 A(0,7) 内 没有 不 动 点 . 引 理 6.1.2 得 证 . 口 

引 理 6.1.3 设 7 是 一 个 满足 0<r<1 的 正 数 , f 在 A(0,1)= {z: |z| <1} 
内 全 纯 , LE QC A(0,7) 是 单 连 通 区 域 , f HO 单 叶 映射 到 A(0,1) +, Wf AD 
内 一 定 存在 不 动 点 . 

证 明 ”由 复 变 函数 论 知 , f71(C(0,1)) = 69, 并 且 映 射 是 单 叶 的 . 由 于 了 在 有 
内 有 零点, 并 且 有 


(f(z) — 2) — fl = |z| < r < 1 = |f(2)|, z € 69, 


于 是 由 Rouché 定理 知 , f(z) — 2 在 Q 内 有 零点 , 即 f 在 Q 内 有 不 动 点 . 引 理 6.1.3 
得 证 . . 口 
定理 6.1.1 的 证 明 ”假如 大 在 DD 内 不 正规 , 则 存在 z € D, 使 得 下 在 zi 处 
不 正规 . 由 Marty 定 则 知 , 存在 函数 列 fa € 下 和 点 列 AY © D, 2h? 一 za 使 得 当 
n> oo 时 ,有 
fF eP) 一 00. 


令 4={z: 所在 z 处 不 正规 }, 则 入 eh. 若 思 是 4 的 孤立 点 , 则 由 引 理 6.1.2 知 ， 
对 于 充分 大 的 n, fa 有 不 动 点 , FIR. 因此 在 D 内 存在 无 穷 多 个 点 0, 2 a, 
HE {fa} 在 2 处 不 正规 . 因此 存在 点 列 z 与 Of) 的 子 序 列 我 们 仍 记 为 {fn}， 
使 得 2 zo, HA . 


f# (2) 一 œ. 


如 此 同样 进行 p 次 , 我 们 就 得 到 F 的 一 个 序列 {frh E (1 <9 < p) 和 相应 
的 序列 2D 一 zj, 使 得 对 于 1< jp 有 


fF (2) 一 o. 
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固定 j. 则 对 于 充分 大 的 n, 对 于 圆 盘 A(z 四,e) 和 以 点 zj(1 < j <p) HBL, 3e 
为 半径 的 圆 盘 A(z;,3e)(1 <7 <p) 中 的 三 个 圆 盘 Di, Do, Da, 其 中 很 小 使 得 闭 贺 
A A(z;,3€)(1 < j < p) 互 不 相交 . 于 是 存在 一 个 常数 C > 0, 使 得 当 FAC) > 
BY, 存在 一 区 域 0 C AlN, e), 及 j € {1,2,3}, 使 得 将 O 单 叶 映射 到 A, 上 . 取 定 
C 使 得 上 述 结论 对 (1 <j <p) 都 成 立 . 

现在 选取 充分 大 的 n, 使 得 户 满足 上 述 条 件 . 记 fn = F, Ay = Aj(zj,3e). BE 
在 区 域 Q C A(2;,3€/2), 使 得 F(Q) = Ap = A(zj',3e) 并 且 映 射 了 :9 Ay 是 单 叶 
的 , 则 记 为 A; => Ay. 

以 下 我 们 证 明 对 于 {fr} 中 的 S, 当天 > 工时 ,大 有 不 动 点 . 

在 圆 盘 A(z;,3e)(1 <j < p) 中 选取 一 个 A, WEE 9’ € {1,2,… ,p} 使 得 
A; 一 > Ay. WẸ j= 7’, 则 由 引 理 6.2 知 , f 有 不 动 点 , 因此 对 于 所 有 的 有 之 1, f* 
有 不 动 点 , 矛盾 . 因此 现在 假设 j A 7’. 

我 们 断言 : 对 于 p> 5, 有 

i) Æ A(z;,3e)(1 < j <p) 中 存在 圆 盘 A, B M C, 使 得 4 => C, B =C. 

ii) 在 A(zj,3e)(1 <j <p) 中 存在 圆 盘 4, C, 使 得 4 一 > C, C 一 > 4. 

事实 上 , 在 A(z;,3e)(1 < 7 < p) 中 取 圆 盘 4j( <j < 3) 和 D, D”. 取 定 j, 
由 于 A; => A; 不 成 立 , 因此 我 们 有 , 或 者 A; 一 D 或 者 A; 一 D". TERR 
Aj(1 <j <3) 存在 两 个 不 妨 记 为 4, B, D', DY 中 有 一 个 不 妨 记 为 C 使 得 4 一 > C， 
B 一 > C. 于 是 断言 i) 得 证 . 

对 于 i) PHBE A, BAC, 由 于 C 一 C 不 成 立 , 因此 我 们 有 , 或 者 C 一 > 4 
或 者 C 一 > B. 于 是 断言 i) 得 证 . 

由 断言 i 可 知 , f? 有 不 动 点 , 于 是 = 2 得 证 . 

下 面 考 虑 《= 3 的 情形 . 对 于 i) HA A, BA C, Æ A(z;,3e)(1 <j <p) 
中 选取 不 同 于 圆 盘 A, B 和 C 的 圆 盘 D, 使 得 C = D. WR D = A, WE 
A= 0 = D = 4, 由 此 可 知 户 有 不 动 点 , WR D = B, AE PP 有 不 动 点 . 于 
是 大 = 3 得 证 . 

WME k> 3 的 情形 我 们 同样 论证 . 对 于 i) HH A, BA CIC. AF p25, 于 
是 在 圆 盘 A(z;,3€)(1 <j <p) 中 , 存在 C2 使 得 


C2 # A, B, Cı = C2. 
所 以 我 们 在 圆 盘 A(z;,3e)(1 <j <p) \ {A, B} 中 可 以 类 似 找到 {0G 使 得 
Cj = Chri, j = 1,2,--- 天 一 2. 


由 于 Ck-1 # A, B, 于 是 我 们 知道 , 或 者 Cr-ı => 4 或 者 Ch 一 B. 如果 
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Ck-1 => A, 则 有 
A => Ci => O- = Ok- = A, 


由 此 可 知 f* 有 不 动 点 ; 同 理 , 如 果 Ck_1 一 > B, 则 f* 也 有 不 动 点 . 于 是 对 于 每 个 
k > 1, f* 有 不 动 点 , 与 假设 矛盾 . 于 是 证 得 下 在 D 内 正规 . 口 

È Essén 和 伍 胜 健 [65] 进一步 证 明了 定理 6.1.1 中 将 fk ARR SF AD 
内 没有 不 动 点 换 为 fah k RRR 六 在 DD 内 没有 排斥 不 动 点 ,结论 仍然 成 立 . 请 
参看 文献 [65]. 

根据 问题 6.1, 我 们 自然 提出 如 下 问题 . 

问题 6.2 RF ARR D 内 的 一 族 亚 纯 示 数 ,之 2 是 一 个 正 整 数 . 车 对 于 
F 中 的 任意 函数 S, f AE k KER J* 在 DD 内 者 没有 不 动 点 , 问 厂 在 DD 内 是 
FER? 

常 建明 和 方 明亮 BI 肯定 地 回答 了 这 个 问题 , 他 们 证 明了 

.定理 6.1.2“′ 设 FABRA D 内 的 一 族 亚 纯 元 数 ，k 之 2 是 一 个 正 整数 . BH 
于 丰 中 的 任意 函数 S, 它 的 天 次 选 代 J* 在 万 内 没有 不 动 点 , MF AD 内 正规 . 

证 明定 理 6.1.2 需要 如 下 引 理 . 

引 理 6.1.41 i /是 一 个 超越 亚 纯 函 数 , k(S 2) 是 一 个 正 整 数 , 则 了 的 上 
KIER fF 在 C. 内 有 无 穷 多 个 不 动 点 . 

引 理 6.1.5 设 RR 是 一 个 有 理 函 数 , L R(z) Aztec 其 中 ec 是 任意 非 替 有 
BAR, k(> 2) 是 一 个 整数 ， 则 RK 至 少 有 一 个 不 动 点 a, 对 于 0 < 7 Kk, MA 
Ri(a) EC. 

THF REC 内 有 一 个 不 动 点 w 则 结论 成 立 . 以 下 设 REC 内 没有 不 动 
点 , 于 是 有 

R(z)=2+ Pay (6.1.1) 
其 中 已 是 一 个 首 项 系数 为 1, 次 数 为 m(> 1) 的 多 项 式 , c 冯 0 是 一 个 常数 . 
我 们 断言 : 对 于 任意 正 整 数 j, 有 


Ri(z)=24+ at (6.1.2) 
了 
其 中 P; 和 Q 是 互 素 的 多 项 式 并 且 满 足 如 下 两 式 
Q;(z) = jeg’mtiy-1-m +-+- +9512 + 45,0, (6.1.3) 
P;(z) = z(m 十 1 一 1 +- + pj, + Pio- (6.1.4) 


显然 , 当 j = 1 时 , 断言 成 立 . 现在 假设 上 述 断 言 对 j(> 1) 成 立 . 我 们 下 面 证 
明 上 述 断 言 对 7 了 + 1 也 成 立 . 设 
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P(z) = 2™ +a! +--+ am, (6.1.5) 
其 中 a(l < i < m) 是 常数 , 则 有 


RI**(z) = RIR’(z)] 


4 Gil) c 
ics) 


Pj(z) Hi(z) 
Q;(2z)H;(z) + [Pj(z)]/"** 


et PDA) (6-1.6) 
其 中 
H;(z) = [2P;(z) + Q;(2)|” + a1 P;(z)[zP)(z) + Qe 
+++ + Gm [P;(z)]™ (6.1.7) 
= gmt .hz + hyo. (6.1.8) 
设 | 
Q5+1(2) =Q; (2) Hi(z) + eP, (6.1.9) 
Pri(z) = P;(z)H;(z). (6.1.10) 


下 面 我 们 证 明 Pj 和 Qu 是 互 素 的 多 项 式 . 如 果 Pi 和 Qj+1 不 是 互 素 的 
多 项 式 , 则 在 C 内 存在 一 点 zo, 使 得 Plo) = Ql) = 0. TEH A A Qj E 
素 , 即 得 已 (z0) = Hj(z0) = 0. 因此 由 (6.1.7) 得 @;(z0) = 0, 与 P MQ; BRA. 
于 是 由 (6.1.3), (6.1.4) 以 及 (6.1.7)~(6.1.10) 即 得 


Qi+1(2)= (j++ Lez mt lm tt qj41,12 + gjt10) (6.1.11) 
Pygr(z) = tD HI A... tiga iz + Dy41,0- (6.1.12) 
因此 由 (6.1.6), (6.1.11) 和 (6.1.12) 可 知 上 述 断 言 成 立 . 
根据 上 述 断 言 可 知 , 在 C 内 , RK(z) 一 z 必定 有 (m 十 1 一 1 一 m > 0 个 零点 a. 


下 面 我 们 只 需 证 明 不 存在 这 样 的 零点 a, 使 得 对 于 任意 的 7 <k, 有 Ra) = co. 假 
如 不 是 这 样 , WEERA a 和 jo < k, 使 得 R¥(a) =a, HA Re(a) = oo. 于 是 有 


a = R¥(a) = RE-I (RI? (a)) = REI (00) = o0. 
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矛盾 . 引 理 6.1.5 得 证 . o 
定理 6.1.2 的 证 明 由 S'E D 内 没有 不 动 点 可 知 , f ED 内 没有 不 动 点 . > 


G={g=f-—id: f € F}, 


其 中 过 是 恒 等 函 数 , 于 是 对 于 任意 的 ge 9, ze DA gle) £0. 

显然, F E D 内 正规 当 且 仅 当 9 在 D 内 正规 . 假如 9 在 D 内 不 正规 , 则 由 引 
M 3.1.3 知 , 存在 点 列 zn 一 zo, 正 数列 pn 一 Ot 和 函数 列 gn = fn —id € G, 使 得 
Gal) = td 在 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收 化 到 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 GQ). 
于 是 由 Hurwitz 定理 知 , 对 于 任意 CeC 有 GC) £0. 


令 


Mn(C)= zn + Prd, (6.1.13) 
An(C)=Gn(¢) + ¢. (6.1.14) 
于 是 由 Gn(C) = a 及 (6.1.13)~(6.1.14) 得 


n 


fn(Mn(Q)) — zn , 


H, (C) = pn 


(6.1.15) 


此 式 与 (6.1.13) 结合 得 Mn( 五 (0)) = Zn 十 pn 五 (0) = fn(Mn(C)). 因此 我 们 有 


一 2 ~ zn 
HO = Halal) = PEO) = om _ AMO) =n 


Pn Pn 
根据 归纳 法 得 
H}(¢) = a m j=, (6.1.16) 
于 是 有 
fi(Mn(O)) = zn + pri} (Q), j 51,2, (6.1.17) 


由 (6.1.16) 得 


设 
H(¢) = G(¢) +Q, (6.1.19) 
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k+1 ; k4+1 
A= U HI (œ) = Ut EC: Hi(C) = oo}. (6.1.20) 


则 由 (6.1.14),(6.1.16), (6.1.19)~(6.1.20) 得 知 , 对 于 任意 的 j € {1,2,--- ,k}, 在 
C\ AE, 4 n oo BY, 弄 (6) 内 闭 一 致 收敛 到 HI (e). 

4 HAC) FEC 上 有 不 动 点 6o, 则 存在 一 个 正 数 ô, 使 得 { : C-e] < 5} CC\A, 
AM j € {1,2,---,k-1} 有 Hi(C0) eC. 于 是 由 (6.1.20) 以 及 Hurwitz 定理 得 知 ， 
存在 点 列 6 一 Co, 使 得 HE(Gn) = Cn 因此 由 (6.1.17) 得 FE(Mn(Gn)) = Mn (Gn). 故 
由 (6.1.16), 对 于 je {1,2,---,k-1}, 4 n —> œ ATA f2(Ma(Gn)) 一 zo € D. 于 是 
即 得 对 于 充分 大 的 n, Malin) 是 此 在 DD 内 的 不 动 点 ,这 与 大 在 D 内 没有 不 动 点 
FF a. 

因此 HO 在 复 平面 C 上 没有 不 动 点 . 

于 是 由 引 理 6.1.4 和 引 理 6.1.5, 我 们 得 到 AC) = 5 + c, 其 中 <c 是 一 个 常数 . 由 
(6.1.19) 即 得 G(6) 是 常数 , 矛盾 . 

因此 9 Æ D 内 正规 , 于 是 下 在 D 内 正规 . 定理 得 证 . 口 

下 例 说 明定 理 6.1.2 中 如 将 了 的 有 次 迭代 产 在 D 内 没有 不 动 点 换 为 f 的 
次 迭代 fF ED 内 没有 排斥 不 动 点 , 结论 不 再 成 立 . 

例 6.1 设 


Fa {fole)= Lina iat, D={z: || <1}, 


WF 是 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函 数 ， 显 然 , 对 于 F 中 的 任意 函数 fn, 有 fa = id, 
其 中 id 表示 恒 等 函 数 .因此 对 于 任意 偶数 k 有 Hila = z; 而 对 于 任意 奇数 上 有 
fE) = 1/(nz). 这 样 对 于 任意 正 整数 及 三 中 的 任意 函数 fn fx TED ARAH 
斥 不 动 点 . 但 是 自在 z = 0 处 不 正规 . 


6.2 涉及 函数 复合 与 不 动 点 的 正规 定 则 


前 一 节 , 我 们 考虑 了 函数 族 中 任意 函数 的 迭代 没有 不 动 点 时 函数 族 的 正规 性 . 
本 节 中 , 我 们 将 考虑 函数 族 中 任意 函数 与 同一 个 给 定 函数 的 复合 没有 不 动 点 时 函数 
族 的 正规 性 . 

2000 年 , 方 明亮 和 彭 文俊 [2 79) 证 明了 

定理 6.2.1 设 太 是 区 域 也 内 的 一 族 全 纯 函 数 ，P(z) 是 一 个 满足 degP 22 
的 多 项 式 . 车 对 于 F 中 的 任意 函数 f, 复合 画 数 P(f(z)) 没有 不 动 点 , WF &D 
内 正规 . 

证 明 ”我 们 分 两 种 情形 . 
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情形 1 P(z) 至 少 具有 两 个 判别 的 零点 a,b. 

假如 F 在 D 内 不 正规 . 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 下 在 z = 0 处 不 正规 . 则 由 引 
M 3.1.3 知 , 存在 点 列 2, 一 0, 函数 列 fa © F, 正 数列 pn 一 0+, 使 得 gn(6) = 
所 (zn + Pné) 在 复 平面 C 上 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 整 函数 9(6). 

所 以 P(fn(zn + pné)) — (zn 十 pné) 在 复 平 面 C 上 内 闭 一 致 收敛 到 P(g(é)). 由 
于 P(falzn + pn€)) ~ (2n + prf) #0, FHI Hurwitz 定理 ,得 P(g(E)) 40. 所 以 有 
gE) # a,b. 由 于 gE) 是 整 函数 , 故 由 Picard 定理 知 , 9(6) 是 常数 , 矛盾 . 

情形 2 Ple) 仅 有 一 个 零点 . 于 是 P(z) = (az 一 了 )* (a#0,n> 2). 

我 们 断言 : 对 于 D 内 任意 点 20 #0, FHE zo 处 正规 

事实 上 , 使 用 与 情形 1 类 似 的 方法 可 得 P(g(6)) + zo. 即 (ag(€) — 6)” + 20. 因 
此 g(€) 不 取 个 判别 的 值 (1/aj(z20/ 人 ”十 已. 于 是 9(6) 是 常数 , 矛盾. 

下 面 我 们 证 明 下 在 zo = 0 处 正规 . 

在 下 中 任 取 函数 列 {f(z)}, (Cr := z: del =r}, 则 由 前 面 的 论证 得 {fn(z)} 在 
C LER. 因此 存在 一 子 列 {fah 使 其 在 C 上 一 致 收敛 到 一 个 函数 g(z)( 解 析 或 
oo). 

如 果 g(z) #00, 则 g(2) 在 Cr 上 解析 . 因此 存在 一 个 正 整数 N 和 一 个 正 数 M 
使 得 , 当 z e O, 时 , 对 于 任意 的 正 整数 > 有 


[fn (BD < M. 
于 是 由 最 大 模 原理 得 知 , 4 |z| < 7 时 , 对 于 任意 的 正 整数 上 > NA 
| fn, (z)| < M. 


即 得 {fo.(z)} 在 := 0 处 正规 . 因此 {fn (z)} 存在 内 闭 一 致 收敛 的 子 列 , 即 {f(z)} 
存在 内 闭 一 致 收敛 的 子 列 ， 

如 果 g(z) = 00, 则 对 于 任意 大 的 正 数 M > 1, 存在 正 整数 N, 使 得 当 z € Cr 
时 , 对 于 任意 的 正 整数 天 > NA 


IP(fns (2)| > M. 
于 是 , 4 z € Cr 时 , 对 于 任意 的 正 整数 &> N 有 
\P(fn.(2)) aA 2 M-1>0. 


由 于 在 {z : l| <r} 内 P(fn,(2)) -— 2 40, 于 是 由 最 小 模 定理 得 知 , 当 |z| <r 
时 , 对 于 任意 的 正 整 数 k>N 有 


IP(fni (2))—z| > M—1. 
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因此 {jrs(z)} 在 z = 0 处 正规 . 所 以 {fne 存在 内 闭 一 致 收敛 的 子 列 , 即 
{fn(z)} 存在 内 闭 一 致 收敛 的 子 列 . | 

综 上 即 得 F Æ zo =0 处 正规 ,于 是 FED 内 正规 . 口 

2003 年 , Hinchliffel100] 证 明了 

定理 6.2.2 GARA D 内 的 一 族 全 纯 函 数 , C 二 CU {00} 为 扩充 复 平 
H, a,b 为 扩充 复 平 面 上 的 两 个 判别 的 复数 ，j 为 复 平 面 上 的 超越 亚 纯 画 数 满足 
C\ f(C) = ©, {oo}, 或 {a, 8}. 若 对 于 任意 ge 大 Fog 在 万 内 没有 不 动 点 , MG 
在 口内 正规 . 

为 了 证 明定 理 6.2.2, 我 们 先 证 明 如 下 引 理 . 

引 理 6.2.1 8 G ABI Alar) 内 的 一 族 解析 了 画 数 ， 假设 9 在 a 处 不 正 
规 , 但 在 A'(a,r) 内 正规 ， 则 存在 {gn} CG, 点 列 {en} C Ala, r), 使 得 zn 一 a, 
gn(zn) = 0, & A'la, r) 内 {gn(z)} 内 闭 一 致 趋 于 o. 

证 明 由 于 9 在 a 处 不 正规 , 故 存在 函数 列 {gn} CG, {gn} 在 Ala, r) AK 
有 内 闭 一 致 收敛 的 子 列 . 而 9 在 Aar) 内 正规 , 故 存在 {on} 的 子 列 仍 记 为 {9n}， 
在 A’'(a,7) 内 内 闭 一 致 收敛 于 解析 函数 g(z) 或 内 闭 一 致 趋 于 oc. 

若 {on} 在 A'(a,r) 上 内 闭 一 致 收敛 于 解析 函数 g(z), WE S(a,r/2) = {2 : 
lz -a| = r/2} 上 , 存在 M > 0, 使 得 当 z € S(a,r/2) 时 , 有 |g(z)| < M. X {gn} 
在 S(o,r/2) 上 一致 收敛 于 解析 函数 g(z), 故 对 于 充分 大 的 n 和 ze S(a,r/2), 有 
lgn(z)| < 2M.， 由 最 大 模 原 理 知 , 对 于 z © Ala,r/2) = {z : jz -al < 7/2}, 有 
lon(z)| < 2M. 而 内 闭 一 致 有 界 的 函数 族 必 正规 , 这 与 {gn} 在 Ala, r) 内 没有 内 闭 
一 致 收 伍 的 子 列 矛盾 , 所 以 {gn} 在 A'(a,r) 内 内 闭 一 致 趋 于 oo. 

车 {on} 中 仅 有 有 限 个 函数 on 在 Ala, r) 上 有 零点 , 则 存在 fon} 的 子 列 ( 仍 记 
为 {gn)), 使 得 {gn} 在 Alar) 上 没有 零点 . 于 是 对 于 5 应 用 最 大 模 原理 知 , 在 
A(a,r/2) 内 {gn} 内 闭 一 致 趋 于 无 穷 , 这 与 {on} 在 Ala, r) 内 没有 内 闭 一 致 收敛 的 
子 列 矛盾 . 故 存在 {on} 的 子 列 ( 仍 记 为 {9n}) 及 zn E€ Ala, r), 使 得 galen) = 0. 不 
妨 设 {zn} WR, zn 为 gn(z) 的 离 a 最 近 的 零点 , 则 zn 一 a. 否则 存在 ri > 0, 有 
无 穷 多 个 n 使 得 on — al > ra, 则 在 Afari) 上 对 {二 } 应 用 最 大 模 原 理 知 , 在 
Alari) 上 {g} 内 闭 一 致 趋 于 无 穷 , 这 与 {on} 在 Alar) 内 没有 内 闭 一 致 收敛 的 
FIF. 所 以 zn 一 a. 引 理 6.2.1 得 证 . 口 

引 理 6.2.2l107, 181] ig a AMMER f(z) HRM A, 则 f(z) 的 任意 Picard 
例外 值 一 定 是 f 在 a 处 的 渐 近 值 . 

引 理 6.2.2 被 称 为 Iversen 定理 . 证 明 参 见 文献 [107], [181]. 

定理 6.2.2 的 证 明 Rae D. 以 下 我 们 证 明 9 在 a 处 正规 . 分 三 种 情形 讨 
论 . 
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情形 1 ”至 少 存在 两 个 判别 的 有 穷 复 数 B81, Bo , 使 得 f(61) = f(B2) =a. 

事实 上 , 假设 9 在 a 处 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 点 列 zn 一 a, 函数 列 
gn(z) E€ G, 正 实数 列 pn 一 0+, 使 得 gn(zn + pnz) 在 复 平面 C 上 内 闭 一 致 收敛 到 
一 个 非常 数 整 函数 g(z). 由 Picard 定理 知 , g(z) 至 少 取 A, Go 中 的 一 个 值 , 不 妨 设 
gly) = fr. 

4 Falz) = f(Gn(2n +0n2)) — (2n + pnz), W Falo) 在 除去 f(g(z)) 的 极点 后 的 区 
RAAN- BAREA ARE F(z) = f (g(z))-a. AF Fa) = f(B1)-a=0, 
F(z) #0, 于 是 由 Hurwitz 定理 知 , 存在 m 一 7 使 得 Falin) = 0, BNO = Fi. (%n) = 
f(gn(zn + Pn'n)) 一 (zn 十 pnYn), KT f(g(z)) Az AIA. 所 以 9 在 a 处 正规 . 

情形 2 ”只 存在 一 个 有 穷 复 数 8, 使 得 (8) = a, BY fa) = {8} 

假如 9 在 a 处 不 正规 . 由 情形 1 和 Picard 定理 知 , 存在 > > 0 使 得 9 在 A'(a,7) 
内 正规 ， 由 引 理 6.2.1 知 , 存在 {on} C 9, 点 列 {zn} E€ A(a,7), 使 得 gn(zn) = 0, 
zn 一 a, 而 在 A’(a,r) 内 {gn(z)} 内 闭 一 致 趋 于 oo. 

选取 p,v > 0, EE k- bl = p E, A |fe) -a > v. 选取 5 满足 0<5< 
min{r,v}. 由 于 在 A’(a,r) 上 {on} 内 闭 一 致 趋 于 00, 故 当 n 充分 大 时 , 对 于 任意 
w € Alb, p) EŒ |z- a| = 8 EK [wf< lgn(z)| 由 于 当 ? 充分 大 时 ,有 |zn 一 a| < 6, F 
FL RCE FEA, on 在 Ala, 6) RAE w. 因此 有 gn(A(a, 0)) 2 A(B,p). 由 于 当 n 充 
分 大 时 , gn(OA(a, 6)) NAB, p) = 所 以 存在 gr (A((G, p)) 的 一 个 分 支 U C Ala, 6) 
HU 为 一 个 约 当 区 域 , 使 得 ga (U) = ACB, p). 

4 zE OU 时 , gn(z) € 6A(B,p) E |f(gn(z)) 一 a| > v. BK z € OU 时 有 


|z -a| <6 < v < |f(gn(z)) — al- 


又 存在 qn € U, 使 得 om(m) = B. He f(gn(yn)) = FO) =a. 于 是 由 癸 歌 定理 知 ， 
f(gn(z)) —2 ÆU AHEM, BP f(gn(z)) 有 不 动 点 , 矛盾. 所 以 9 在 a 处 正规 
情形 3 fAaASFB. 
假设 9 在 a 处 不 正规 车 B = oo, 则 对 任意 g € 9, my LO 一 在 


za 
D\ {a} 内 解析 , 且 不 取 0 和 1, 由 Montel 定理 知 , Mt (RES. g, eg} 在 
D\ {a} 内 正规 


， f(gn(2)) -a z- 
车 B Eoo, 则 对 任意 on € 9, BR flgn(z)) -Bz— 


不 到 0 和 1 Montel 定理 知 , n= { AGITATE, gn eg} we D\ (0,8) A 
正规 . 


对 上 述 两 种 情形 , 取 {on} CG, 使 得 {gn} 在 a 的 任意 邻 域内 没有 收敛 子 列 . 
由 引 理 6.2.1 知 , 存在 {on} 及 点 列 zn,zn 一 a, 使 得 gn(zn) = 0, 而 在 a 的 去 心 邻 


在 D\{o8} 内 解析 , FL 
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ik G 内 gn(z) 一 œ. MEE r, 使 得 Alar) C GU {a}. & Mn = min{|gn(z)| : 
lz 一 al =r}, 则 当 n 一 oo 时 , Mn > œ. 由 于 当 充分 大 时 , zn E€ A(a,7). BA 
A(0, Mn) C gn(A(a,r)). & S(a,r) = {z :1]z—al=7}, 并 记 gn(S(a,7)) Hla, W 
Tn 为 包围 原点 , 离 原 点 的 距离 任意 大 的 闭 曲 线 . 由 于 HE GEER, IERES 
列 {hi} CH, 都 存在 子 列 ( 仍 记 为 {hw)), 在 G 上 内 闭 一 致 收敛 于 y, Sb 为 解析 
函数 或 多 = oc. 

EE G E y = œ, 则 在 S(a,7) 上 hn(z) 一 00. 所 以 存在 M > 0, 使 得 对 于 充分 
大 的 n 及 ze Sor) Hin (2)] > M. B = 00, (2 = EES] a, a 

foal) az E] > M 

f(gn(z)) -8 z- 
< 起, 其 中 c= max{|Z É] : 2 € S(a,r)}. 所 以 |f(9n(2)) -al > 


FE S(a,r) E ors > Mr. 4 B # œ, M |An(z)| = 
(gn(z)) 

改 区 (gn(z)) 

le 一 中 这 与 引 理 6.2.2 矛盾 

1+ M 


若 在 G 上 乡 为 解析 函数 , 则 存在 工 > 0, 使 得 在 S(a,r) 上 有 |w(z)| < L. 故 对 于 
充分 大 的 ?和 ze 3S(ar)) 有 |io(zj| < 2L. Æ 8 = œ, Wl |hn(z MES 


f(gn(z))-a@ z-8| 
f(gn(2))—B z- 


所 以 on) 一 > TEEL 其 中 e= min 全 |: ze sr). 这 也 与 引 理 


6.2.2 矛盾 . 

综 上 讨论 即 知 9 在 a 处 正规 . | 

在 文献 [100] 中 Hinchliffe 提出 问题 4 C\ f(C) = {a} 时 , 下 在 aeD 处 是 
否 正规 ? 

Bergweiler!?5) 回答 了 这 个 问题 , 他 证 明了 

定理 6.2.3 ” 设 万 为 复 平 面 上 的 一 个 包含 原点 的 区 域 , 则 存在 区 域 D 内 的 一 
族 解析 函数 9 以 及 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 f, 使 得 对 于 任意 gE9,f09 在 DD 内 没有 
不 动 点 , 但 9 在 DD 内 不 正规 . 

为 了 证 明定 理 6.2.3, 先 证 明 以 下 的 引 理 

引 理 6.2.3 ”存在 超越 整 函 数 h(z), 正 实数 序列 {ak} 和 {br}, 使 得 ak 一 œ, 


bk = 00, 2E — oo, HAL |z| < ak 十 bk 内 有 hh(z) £ —— 
k 


证 明 ”要 证 明 引 理 6.2.3， 只 需 证 明 存在 正 数列 {an}, {de} 以 及 解析 函数 列 
{hn(z)} 满足 下 列 条 件 : 


(i) am > @m—1 + 1, bm > bm-1+1,bm > (am)?,m > 2; 


< 


2L, 所 以 |f(gn(z)) — al < 2Lr; Æ B # 00, WM |hn(z)] = 
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(ii) FE |z| < ax + br AL hm(2) £ - “(1 <k<m); 

(iii) 在 |z| < am-1 + bm—1 Ay, |hm(z) — Rhm—1(z)| < 27%, m > 2. 

事实 上 由 (i) 知 , 存在 正 实数 序列 {an}, {de}, 使 得 ok > 00, by > 00, w > 00. 
由 (iii) 知 , {An (z)} 在 复 平面 上 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 整 函数 h(z). 由 (ii) 和 Hurwitz 
定理 知 , 在 |s| < ak + be PI A(z) # ~ br 


一 ar 


er- 


为 了 构造 {an}, {Pn}, {hn(2)} 令 二 bi 二 二 有 (2) = A, 4 m = 1 Bt 
(ii) 成立. UFR n> 2. 假设 当 m < n 一 1 时 , (i) (ii) itt) RL, BOY << nl 
Et, E Je] < ag + br PI hn-i(2) A 


Z—agk 
以 下 证 明 m= n BY, (i)(ii) (iii) 成 立 . 
4 

bk 


Ôk = min [hn 一 
k pin |hn—x(2) a 


| >0, ô= min{ô;, 62，,、 … ,On—1,2 "}. 


MF an = Gn—-1 + 2, 
bn = max{bn_1 +2, (an)?, 2 max \(z — Gn) hn—1(z)| +1}, 则 (i) 成立. 
4 u(z) = log (1 _ (2 = an)hin—1(@) 


守则 vz) Æ fel < roa 内 全 纯 , H 


bn v(z 
hn~i(2) = (1 -e (2)), (6.2.1) 


则 存在 多 项 式 序列 {va(z)}, 满足 valan) = vy(an) = 0, 使 得 valz) 在 |z| <n 上 
内 闭 一 致 收敛 于 v(z). | 

例如 vale) = Tale) - Talan) (2) - (Tilan) -Talan ) e-a) (=) 
其 中 Tu(z) 为 v(z) 的 d 次 泰勒 展 式 ， la,ma 为 正 整数 ， 取 la;ma 适当 大 使 得 在 
lz] S tna 上 有 


Ma 


I; on (er — eral)! < 6, (6.2.2) 


于 是 


ha(z) = = “(1 _ eval?) (6.2.3) 


AE BB, hn(an) = 0. 
由 (6.2.1) ~(6.2.3) 知 在 |z| < rn- 内 
[hn(2) — hn_1(2)| < 4, (6.2.4) 
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于 是 即 知 (者) 成 立 . 


bn 
hn(z) # ? 
zZ — an 
又 由 于 
hn(z) 一 us = |Rn(z) — hn-1(z) + Ani — br | 
Z — ük ” b Z— Qk 
> lin) = Gel = lale) = n-ae) 
>k —6 20, 


故 由 上 两 式 知 ,在 |z| < rk AE 1 < k < n H hale) AE be G) 成 立 
由 于 


[nO = lim, [hm (OF > [M (0) — $, lhm (0) — Am1 (0)| 


1 x 1 1 1 
>1 a 
e >, 2m 2 e 


|h(an)|= im. |hm(@n)| < |hn(a@n)| + x, lhm (an) 一 hm—1(An)| 
% 1 4 =» 


< 一 一 = — 
` m=n+1 2m 27 , 


故 A(z) 为 超越 整 函 数 . 

定理 6.2.3 的 证 明 ”超越 整 函数 h(z), 正 实数 序列 {ar} 和 {br} 如 同 引 理 6.8. 
令 D={z: |z| < 1}, G = {9n(z)}, gk(2) = ar + bkz, 则 当 |gx(z)| < ak + be BT, 
MaG) # = 5. XS fla) = gry MM ze DB, A fola) #2 由 于 
94(0) = ax > 00, (=) = 0, 而 E 一 0, 故 9 在 z=0 处 不 正规 , 于 是 9 在 D 
内 不 正规 . 

最 近 , 常 建明 、 方 明亮 和 L. Zamal) 考虑 亚 纯 函数 族 的 情形 , 他 们 得 到 了 

定理 6.2.4 K FARA D Ah- keh, 民 是 一 个 有 理 画 数 满足 
deg R > 3， 若 对 于 F 中 的 任意 函数 f, RA) 在 D 内 没有 不 动 点 ， 则 三 在 
DD 内 正规 . 

注 ”如果 大 是 区 域 万 内 的 一 族 全 纯 函 数 , 则 在 定理 6.2.4 P, 只 需要 deg(R) 之 
2， 这 个 结果 首先 是 Bergweiler 23) 获得 的 . 下 面 的 例子 说 明 在 定理 6.2.4 PRA 
deg R > 3 是 最 好 的 . 
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例 6.2 设 an 
oo -1) , 
f(z) = SV? = DT 
(sin V2)/V2 vw C 
j=0 19; 


其 中 
falz) = —=f (nz), n=1,2,3,---. 


Vn 
FR D = {z:|z| <1}, R(z)=2?, WA 
Wein A mol. +242. 


1 
R(fa(2)) = n {(sin Vnz)/ vnz]? nl(sin /nz)//nz)? 


另 一 方面 ， 


OO) = -万 1 a f(0) = ivnf'(0) = —SiVi, 


/ avn 


fF) = Ta = 


从 而 由 Marty 定 则 , F E z= 0 处 不 正规 . 


例 6.3 i D={z:|z-1|< 1}, 
o (C y 
po) = VDI > + 
cos VZ ye (-1) z , 
=0 7) 


æ IZL} — s) 1\3 
(z) = VItz= v29. i 7 (= E zeD. 


j=0 


再 设 F = {fr}; 其 中 


falz) =ivnp(z)f(n(z-1)), n=1,2,3,.., 


R(z) = (22 4+1)/(z? - 1). WA 
z+1 £2 


sin Vn(z — 3) 


R(fn(2)) = 2 — 
1+ 2n ( mz) 
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另 一 方面 ， 
fn(1) =iV2nf (0) =iv2n, 
Fa) =iVn(W' (1) f (0) + nb(1)f/(0)) = ivn (z + a) i 


1 v2 
#0) = AOL _ vn (a “6 ") 
n T+A 1+ 2n 

从 而 由 Marty 定 则 , F Æ z = 1 处 不 正规 . 0 

在 例 6.2 中 , F E zo 处 不 正夫 并且 R(2) = 加 有 有 穷 解 , 在 例 6.3 中 , F TE zo 
处 不 正规 并 且 R(z) = zo 没有 有 穷 解 . 

定理 6.2.4 的 证 明 BL zo E 为 任 一 点 . 我 们 证 明 F 在 zo 处 正规 分 两 种 
情形 讨论 

情形 1 RR(z) - zo 有 三 个 不 同 的 有 穷 零点 a,b,c 假设 F 在 zo 处 不 正规 , 那 
么 由 引 理 3.1.3, 存在 点 列 zn > 29, 正 数列 p 一 0+ 和 范 数 列 fa € F, 使 得 


gn(C) = falen + pnb) > 9(0); (6.2.5) 


这 里 是 按 球 距 在 C 上 内 闭 一 致 收敛 的 , 9 是 C 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 . 
于 是 


于 是 


R(gn(O)) — (zn + PnC) 一 有 9()) 一 20， (6.2.6) 


这 里 在 C\ {z EC: g(z) = 0} 上 收敛 是 局 部 一 致 的 . 

由 于 R(gn()) — (zn + Pn) = R(fn(zn + PnS)) 一 (zn 十 0n6) #9, 由 Hurwitz 定 
理 知 , 或 者 Rg(O)) ~ zo = 0, 或 者 R(g(C)) — 20 #0. 若是 R(g(¢)) — z = 0, Wg Æ 
常数 ; BE R(g(0)) — zo £0, W g(¢) # a,b,c, 从 而 由 Picard 定理 知 , g 也 为 常数 . 因 
此 两 者 都 与 9 是 非常 数 函 数 矛 盾 . 从 而 在 情形 1 中 , F 在 zo 处 正规 . 

情形 2 ”RR(z) ~ zo 至 多 有 两 个 不 同 的 有 穷 零点 . 我 们 断言 : 存在 正 数 ôo, 使 得 
F Æ A'(zo, 50) = {z: 0 < |z — zol < 60} 内 正规 . 事实 上 , 由 情形 1 的 讨论 , 我 们 只 
要 证 明 存 在 正 数 50, 使 得 对 任何 21 € A'(zo,5o), R(z) - 2: 至 少 有 三 个 不 同 的 有 穷 
零点 . 

W C= Cu {%0}, S={zeC: R(z) =0}, E=R(S)={R(z): z€ S}. WE 
是 有 限 集 . 于 是 存在 正 数 ôo, 使 得 


A’(zo, 60) NE=® ( 空 集 ). (6.2.7) 
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从 而 对 任何 z1 € A'(zo,6o)，R(z) - a 没有 重 零 点 , 由 此 可 知 ，R(z) -z2 至 少 有 
3(< deg R) 个 不 同 的 有 穷 零 点 . 断言 得 证 . 

现在 我 们 分 三 种 子 情形 来 讨论 . 

情形 2.1 R(z)- 2 有 一 个 重 零 点 z = a. 则 存在 正 数 ô < 60, 使 得 


R({z: |z -a| < 6:}) c {z: |z -— zo| < do}, (6.2.8) 


R(z) = zo + TW (2), (6.2.9) 


其 中 上 > 2 为 整数 , 7 40 为 常数 , W%(z) 是 区 域 Ala, d) ={z: |z 一 a| < 51} 内 的 单 
叶 解 析 函 数 , TAA Vla) =0, ya) =1. 


令 


G={g=F(R): f ef}. (6.2.10) 


则 有 
(i) G TE A’(a, 51) = {2: 0< jz -a| < 61} 内 正规 ; 
(ii) 对 任何 ze A(a, 51), g EG, 


R(g(z)) # R(z); (6.2.11) 


(iii) 9 在 a 处 正规 当量 仅 当 F TE zo 处 正规 ; 
由 (6.2.9) 和 (6.2.11), 我 们 知道 对 任何 ze A(a,d1) 有 


lE # wey. 
于 是 
vw(g(z)) # wz), j = 0,1,2,.… ,大 一 二 
XE wj sei, (j =0,1,2,--- ,一 1). 
从 而 我 们 有 
glz) # 押 (wp(z)), (j = 0,1,2,--- ,太一 1). 
特别 地 有 
gz) #2, glz) #P*(wrv(z)). 


FS H={h=g—id: g EG}, XH id 表示 恒 等 映 射 . 则 有 
(iv) H Æ A’(a, 61) 内 正规 ; 
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(v) 对 任何 ze Ala, h) M RENH, 


h(z) #0, h(z) # wp (wid(z)) — z(= 0); 
(vi) H 在 a 处 正规 当 和 且 仅 当 9 在 a 处 正规 . 
下 面 我 们 证 明 H 在 a 处 正规 . 
设 {hj} EH PPR, 那么 存在 {hj} 的 子 列 (不 妨 仍 设 为 {hj}), 它 在 
A'(a,51) 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 函数 h, h 可 恒 为 co. 下 面 再 分 两 种 情形 . 
_ 情形 2.1.1 bh #0. 则 由 Hurwitz 定理 知 , 在 Ala, d) NA AA. TE, 


min |h (a+ se) >A>O, 
O<O<2n 2 
这 里 4 为 正常 数 . 
从 而 对 充分 大 的 了 有 
， 51 ie A 
0 hj (a+ fe ) > p >0. 


由 于 在 A(a,61) A, hy 亚 纯 并 且 hj A 0, Æ Ala, d) 内 1/hy 全 纯 从 而 1/hj 在 
A(a,61/2) = {z: -al < 61/2} 上 全 纯 , 并 且 


1 
oLbee ô < 
Nasa + Fel?) 


由 最 大 模 原 理 , 我 们 得 到 i 2 
kaasa WOLS A 
因此 
min ， |hy(z)| > 4 
|z—al< 4 
于 是 存在 {hy} 的 子 列 在 A(a, 51/2) 内 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 
情形 2.1.2 h=0. 则 {hy} 在 A'(a,51) 内 内 闭 一 致 收敛 到 0. 从 而 {dj} 和 
{wh} 也 在 A'(oa, 61) 内 内 闭 一 致 收敛 到 0, 这 里 


> 0, 


h;(2) 
p(z) = wb 1(wy(z)) -z # 1. (6.2.12) 


于 是 , 对 充分 大 的 j, 由 辐 角 原理 , 我 们 有 
(Saw) -*(Grs) 


1 v7 (2) 
+ d 
27i fas 3 (2) -1 7 


<1, 
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ôi 01 1 
(zew) =n (Pag) 


由 此 及 (6.2.12), 对 充分 大 的 7 有 


bi bt /6 1 
n ($ 0,45) = (Ža 1) =N (F055) =0. 


即 对 充分 大 的 j, yj TE Ala, 61/2) 内 没有 极点 , 从 而 hy 在 Ala, 61/2) 内 也 没有 极点 . 
于 是 存在 {hy} 的 子 列 , 在 A(a, 61/2) 内 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 . 因此 H 在 a 处 正规 . 
由 (iii)~(vi), F Æ zo 处 正规 . 

情形 2.2 R(2)- zo 只 有 单 级 零点 . WRF 


从 而 


z—a 


R(z) = 20 + PE (6.2.13) 
或 者 
R(z) = zo + Eei, (6.2.14) 


这 里 Pi(z) 是 多 项 式 , 满足 deg P, > 3, a,b 是 不 同 的 常数 , 并 且 不 是 多 项 式 已 的 
零点 . 
由 于 R(f(z)) # 2, z € A(z0, 60), 我 们 有 


f (20) # œ. (6.2.15) 


与 情形 2.1 类 似 , 我 们 知道 存在 正 数 ô2, 使 得 
(vii) R Æ A(a,62) = {z: |z 一 a| < 62} 内 单 叶 解 析 ; 
(viii) G Æ A’(a, 62) = {z: 0<]z 一 a| < 62} 内 正规 ; 
(ix) 9 Æ a 处 正规 当量 仅 当 F E zo 处 正规 ; 
(x) 对 任何 ze Ala, ô2), g € G, 有 R(g(z)) A R(z), gla) = f(R(a)) = f(z0) # 


下 面 我 们 考虑 两 种 子 情形 
情形 2.2.1 RCO) 具有 形式 (6.2.13), 那么 由 (x), 我 们 有 


(z—a)Pi(g(z)) — (g(z) — a) Pi (z2) #0, z € A(a, ô2). (6.2.16) 
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B Py(z YN RE p > 3 Al Ap #0, WA 


j=0 
(z —a)P,(w) — (w — a) Pi(z) 


P 


=(z— a) 5 djw) — (w — a) Pi (2) 


=(z—-a) J Aj((w = 2) +2} — (z — a)Pi (2) — (w - 2) Pilz) 


II 
T 
| 
& 
CO 
a 
M- 


Ciz w —zj- "| — (w — z)P\(z) 


Il 
G 

| 
心 
<= 

| 
& 
X 
mM- 


CizI*(w -z7 — Pi aa 


2 一 1 
= (w-z) » Qs(z)(w — a| , (6.2.17) 


这 里 Cj = 5G NG -5 , Qs(z) (8 =0,1,2,--- ,p—1) 是 多 项 式 . 特别 地 ， 


Qo(z) = (z — a) Pi(z) — Paz), Qp-1(2) = Mlz — a), 


而 且 Qo(z) £0, z € A(a, 63), 这 里 ô3(< 62) 是 一 正 数 . 
由 (6.2.16) 和 (6.2.17), RATA 


glz) #z, 和 DA (z)— 2z) £0. (6.2.18) 
s=0 
SI H={h=g-id: 9 €G}. WRNA 
(xi) H 在 A’(a, 63) 内 正规 ; 
(xii) H 在 a 处 正规 当 且 仅 当 9 在 a 处 正规 ; 
(xiii) 对 任何 A(a, 53) Al h € H, A 


i Qs(z)(h(z))* # 一 1 h( 


h(z) # 0, Wn(z) = Qo(z) 


a) = g(a) — a # œ. 
(6.2.19) 


以 下 与 情形 2.1 同样 讨论 可 知 H 在 a 处 正规 . 于 是 F HE zo 处 正规 . 


6.2 涉及 函数 复合 与 不 动 点 的 正规 定 则 . 121 . 


情形 2.2.2 R(z) 具有 形式 (6.2.14). 则 


OGD CoG _ w- aw- Pile) - (e -ale -P(e) 
P,(w) P,(z) Pi (w)Pi (z) ` 


这 里 P (2) = 和 Az* 十 ciz*-1 十 .… 十 Cp; 之 3 并且 入 关 0. 注意 有 


(z—a)(z— b)Pi (w) - (w — a) (w —b)P(z) 
= (z — a)(z — b)}Pi(z +w — z) 
— [(w — z) + (z —a)][(w — z) + (z - b)] Pilz) 
= PPG) 


= (z —a)(z— b) $ =w — z} 
j=0 7 
— [(w — z}? + (22 — a — b\w — z) + (z-a)(z — bP(z) 
~ PP (2) 
=(z~a)(2—b) da y 


— Pi(z)(w — z} — Pi (2)(2z — a — b)(w — z) 


=(w- afe — a)(z — b)Py(z) — (2z — a — b) P, (2) 
+ Ee — a)(z — b)Pi'(z) 一 Ro)| (w= z) 
k pl) 
+(z—a)(z—b) 5 Ou 一 aa) 
j=3 


k 
= (w= z) > Qi(z)(w — z), 

这 里 Q1,Q2,… ,Qx 是 多 项 式 . 特别 地 有 Qi(z) = (z 一 a)(z — 0) Pi(z) 一 (2z 一 a 一 
b)P,(z), Qe(z) = A(z—a)(2z—b), 且 对 充分 小 的 正 数 6, 当 zeEA(a,6) 时 ,有 Qi(z) 关 0. 

以 下 类 似 与 情形 2.2.1 的 讨论 可 知 , F FE zo 处 正规 . 

情形 2.3 R(z)- 2 没有 零点 . 则 RR 具有 形式 

R(z) = zo + ao (6.2.20) 

这 里 P(z) 是 多 项 式 , 并 且 deg P > 3. 

由 于 对 任何 f © FA z © Alzo ôo), 有 R(f(z)) # z, 我 们 得 到 f(z0) 关 co， 


1 
(z— zo)P(f(z2)) -1 #0. 于 是 G- wP- 在 Al(zo, ôo) 内 解析 . 
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a 


1 


gs(2) = Goa) PG) 1" (6.2.21) 


则 由 f (20) # 00 得 
gf(z0) = 一 1 (6.2.22) 


由 于 大 在 A’(z0, 60) 内 正规 , 我 们 知道 对 任何 {fn} CF, FE {fn} 的 子 列 ( 仍 
iH {fa}, 该 子 列 在 A (zo, 60) 内 按 球 距 内 闭 一 致 收 全 到 oo 或 亚 纯 函 数 yV. 

如 果 在 A'(zo,6o) A, fn > 00, 则 在 A’(20, 60) A, 同样 有 (z 一 20)P(fn) 一 o. 
于 是 由 (6.2.21); 在 A’(20, 50) 内 , gr(z) 一 0. 由 于 of, (2) 解析 ， 由 最 大 模 原理 知 ， 在 
A(zo,60) 内 , 有 9f,(z) 一 0. 特别 地 有 97, (20) 一 0, 这 与 gf, (20) = 一 1 FB. 

从 而 在 A'(zo, 50) A, 有 fn 一 从 显然 , 在 A'(zo,6o) 内 有 


(z — 20)P(fn(z)) > (z — 20) P(Y(z)). (6.2.23) 
由 此 我 们 得 到 , Æ A (20,60) 内 有 


1 
gf (2%) 一 (=m) PUAI = G(z). (6.2.24) 
由 于 gs, (z) 解析 , 我 们 知道 在 A'(zo, 60) A, 或 者 有 G(z) = 00, 或 者 有 Gl) 解析 . 
如 果 G(z) = œ, 则 在 A’(zo, 60) Al, 有 (z 一 z0)P(w(z)) 一 1 三 0. 由 此 可 知 , zo 
是 P(Y) 的 极点 . 进而 zo 是 y 的 极点 , 这 不 可 能 . 
于 是 G(z) 在 A'(zo,60) 内 解析 . 于 是 由 最 大 模 原 理 , 在 A'(zo, 60) 内 有 


Ifa (2) > G(z), (6.2.25) 


从 而 G(z) 在 A'(zo, ôo) 内 解析 . 进而 多 在 A(zo, do) 内 亚 纯 . 
由 (6.2.21) 和 (6.2.25), 我 们 知 在 A(z0,60) 内 有 


(z — zo)P(fn(2)) > (z — zo)P(%(2)). (6.2.26) ` 


于 是 由 falo) # oo, 可 得 V(zo) # co. BM, 由 (6.2.26) 得 矛盾 : 0 = co. 所 以 (z) 

在 A(zo, 54) 内 解析 . 由 此 结合 (6.2.26) 可 知 , 对 于 充分 大 的 n, fn 在 Alzo, 64) 内 解 

析 . 从 而 由 最 大 模 原理 知 , 在 A(zo,54) 内 有 f 一 多 于 是 天 在 zo 处 正规 
综 上 可 知 , FHE zo 处 正规 , 从 而 FED 内 正规 . 定理 6.2.4 得 证 . 口 


6.3 涉及 对 数 导 数 的 亚 纯 函 数 正规 定 则 123: 


6.3 ”涉及 对 数 导数 的 亚 纯 函 数 正 规定 则 


1959 Æ, W. K. Haymanle5 猜测 : 设 k(> 2) 是 一 个 正 整 数 , f 是 复 平面 上 满足 
£40, f £0 的 非常 数 亚 纯 函 数 , 则 或 者 f(z) = et, 或 者 f(z) = 其 
中 a(F 0), b 是 有 穷 复数 , n 是 正 整数 . 

经 过 Haymanl85，Cluniel59j，Frank[79]，Muestl371，Langleyf14 等 人 的 研究 ， 
LangleyH14 最 终 证 明了 这 个 猜测 . 

定理 6.3.1 H F(> 2) 是 一 个 正 整 数 , 是 复 平面 上 满足 f 40 fO 40% 
非常 数 亚 纯 函 数 ， 则 或 者 f(z) =e’, 或 者 f(z) = ， 其 中 a(# 0), b 有 是 有 
穷 复数 , n 是 正 整数 ， 

定理 6.3.1 的 证 明 见 论 文 Frank[79, Langley“. 

自然 地 我 们 问 是 否 存在 相应 与 定理 6.3.1 的 的 正规 定 则 ? 

Schwick [166，Bergweiler[20，Bergweiler 和 Langley?” 研究 并 肯定 地 回答 了 这 
个 问题 , 他 们 证 明了 

定理 6.3.2 R FABA 万 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , k2) 是 一 个 正 整 数 . BH 
于 矿 中 的 任意 函数 f, J0, fP £0, WF /f: EF} &D AEM. 

Æ Schwick [65] 证 明了 定理 6.3.2 在 全 纯 函 数 旋 的 情形 ; Bergweiler! 证 明 
了 定理 6.3.2 在 上 = 2 的 情形 ; Bergweiler 和 Langley?” 证 明了 定理 6.3.2 Ak >3 
的 情形 .上 之 3 的 情形 证 明 比 较 长 , 下 面 我 们 只 给 出 定理 6.3.2 在 上 =2 时 的 证 明 . 

为 了 证 明定 理 6.3.2 E k = 2 时 的 情形 , 需要 如 下 两 个 引 理 . 

引 理 6.3.1 设 厂 是 复 平 面 C 上 的 有 穷 级 非常 数 亚 纯 函数 , 及 是 一 个 正 数 . 车 
f(z)=0 二 > If DISK, E F) MAF 


_ i 
(az +b)’ 


_ + 
(az +b)” 


f(z) =z+a+ (6.3.1) 


0 
(z = e)?’ 
其 中 a,b( 关 0),c 是 有 穷 复数 , 1 是 正 整数 ,或 者 f(z) = az 十 D, 其 中 a(Ff 1), BRA 
穷 复数 . 

证 明 ” 仿 引 理 4.2.4 的 证 明 不 难得 到 f 是 有 理 函 数 . 当 f 是 非 多 项 式 有 理 函 
数 时 , 则 由 引 理 4.2.2, 即 得 (6.3.1); 当 f 是 非常 数 多 项 式 时 , 则 由 f(z) 关 1, 即 得 
f(z) = az 十 B, 其 中 a( 关 1), 8 是 有 穷 复 数 . 引 理 6.3.1 得 证 . 口 

引 理 6.3.2 i& 


b 
f(z)=z+at Goo" 
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其 中 a,b( 关 0),c XARAK, I 是 正 整数 . 设 De {0,1,2,… ,人 里 , MA 
Res (E.e) =1-(+1)?. 


证 明 4p = OR, 由 于 1/f 在 z=c 处 全 纯 , FRA Res(1/f,c) = 0 = 
1— (+ 1)°, 因此 当 p = 0 时 结论 成 立 . 当 p > 1 时, 在 z=c 的 一 个 邻 域内 有 


(f(z) = Qi —" r) ->( Jou ple- ge, 


E bi(z— ce) 
f(z) 1+6b-1(z—c)i(z+a) 


foe} 


=0 (z — c)! X (-1) 0 (2 — c)! (z + a)” 


p=0 
=y- 1)2 一 1b2(Z _ ce)" (z + a)’-} 
v=1 


“Loy oC; tai -om 


于 是 不 难得 到 
(FP \ lp ar awali /DN 
Res ( 7 e) =E (em (-1)""4b -> (p) =1- (1+1). 
引 理 6.3.2 证 毕 . 4 
定理 6.3.1 在 k=2 时 的 证 明 令 9 = {5 pert. 则 要 证 明 函 数 族 


性 fe F} 在 D 内 正规 只 要 证 明 9 在 D WES. UTEN 9 在 D 内 正规 


显然 , 若 g(z0) = 0, Wak f E F 的 极点 . Ro Bl hn BRA, 则 经 简单 
的 计算 , 得 9(zo) = -1/n. 于 是 有 9(z) = 0 = |g'(2)| <1. 

假如 9 在 D 内 不 正规 , 则 由 引 理 3.1.3 知 , 存在 点 列 zn 一 0, 函数 列 on(z) < 9， 
实数 列 pn 一 OF, 使 得 hn (C) = pi1g9n(zn + prnl) 在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 
到 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 h(C), 且 对 于 复 平面 C 上 任何 点 z 有 h#(z) < h#(0) = 2. 
于 是 MO 的 级 至 多 为 2. 

设 @ Æ h 的 零点 , 则 对 于 充分 大 的 n, hn 有 零点 Gr, HA Gn Co. FH 
zn 十 Pnbn 是 gn 零点 , 因而 由 galz) = 0 = |94(2)| < 1 AR hnl) = gn(zn + pnd); 
即 得 |h'(Co)| < 1. 由 此 即 得 A(z) = 0 = |h'(z)| < 1. 另 一 方面 , 对 于 任意 ge 9, 我 


ES 水 及 对 数 导数 的 亚 纯 函数 下 规定 风 1 


们 由 4 = 人 (人 -1- ae 和 定理 条 件 FF" £0, 得 g ‘a 因而 由 Hurwitz 定理 知 ， 


hi #1. 于 是 由 引 理 6.3.1 可 知 , 或 者 A(z) = z 十 a 十 zy 其 中 a, b(# 0), ¢ ÆA N 
复数 , | 是 正 整数 , MA A(z) = az + B, 其 中 off 1), 6 eC 有 穷 复数 . 
如 果 h(z) = az +6, HH al 1),8 eC 有 穷 复数 , 则 有 lol <1. 于 是 即 得 


h# (0) = ree <<? 


与 h#(0) = 2 矛盾 . 因此 有 h(z) = zt+a+ 
是 正 整数 . 
对 于 充分 大 的 n, hn 有 mm 个 零点 Gn E€ A0, R), H n 一 oo 时 , 有 Gn > G 
(1 < j < m). 于 是 Ejn :一 Zn + PnGj,n 是 gn 的 零点 且 有 hh (Cjn) = gn (Ejn) 
(1 <j m). 进一步 有 Ejn € An := A(zn, pnR), (1 <j m), 并 且 当 n 充分 大 时 ， 
An C D H gn 在 An 没有 其 他 的 零点 . 

Bke{- TOG 2, vm — 2}, 则 当 n 一 œ 时 有 


Saent = Som (Gut = Sone (MH ca) 
~ re (0) 


SEh 1(0) 


Gg F abl 0),e 是 有 穷 复数 ， 


其 中 在 最 后 一 个 和 中 , h HEREA 只 出 现 一 次 . 因为 当 2 一 co 时 有 


(h!(z))*t} E 1 1 
ra) z tO) 


于 是 由 留 数 定理 和 引 理 6.3.2 知 , 4 n 一 co 时 有 
Dn) 一 工 - Res (oe , e) = (1+1)*t} = metl. 
j=l 


另 一 方面 ， i 
人 = en Ap mtt 
j=1 
其 中 ny(1 < j < m) 是 正 整数 , 矛盾 所 以 9 在 D 内 正规 , 即 函数 族 CF: S EF} 
E D 内 正规 . ) 


与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Schwick [166], Bergweiler20, Bergweiler 和 Langleyb27]， 
Clifford!58), 


第 7 章 ”正规 族 的 应 用 


正规 族 理论 在 复 分 析 的 许多 分 支 领域 都 有 重要 应 用 , 在 Fatou 与 Julia 关于 复 
动力 系统 的 黄 基 性 研究 中 , Montel 正规 定 则 起 到 了 重要 的 作用 . 本 章 简单 介绍 亚 纯 
函数 正规 族 理 论 在 复 动力 系统 、 复 微分 方程 、 亚 纯 函 数 模 分 布 、 整 函数 唯一 性 等 方 
面 的 几 个 应 用 . 


7.1 正规 族 在 复 动力 系统 中 的 应 用 


设 是 一 个 非 分 式 线性 变换 的 亚 纯 函数 ,n 为 一 整数 , 则 e) H n UGA, 记 
作 SPO), 可 归纳 地 定义 为 FE) = f(z), 4 n > 2m, f(z) = f7 o fle). 

在 复 动 力 系统 中 , Fatou RA Julia 集 是 最 重要 也 是 最 基本 的 两 个 概念 ， /的 
Patou 集 (J) 定义 为 这 样 的 点 的 集合 , 在 这 种 点 的 某 个 邻 域内 , 所 有 该 函数 的 迁 代 
均 有 定义 并 且 形 成 一 个 正规 族 . 其 余 集 称 为 f 的 Julia 集 , 记 为 JO). 

设 zo ET. 如 果 存 在 正 整数 pe N, 使 得 f?(20) = z， 则 称 满足 该 式 的 最 小 正 
整数 p 为 f(z) 的 一 个 周期 , 20 称 为 f(z) 的 一 个 周期 为 p 的 周期 点 , 特别 地 , 周 基 
为 1 的 周期 点 称 为 不 动 点 

设 zo € TH f(z) 的 一 个 周期 为 p 的 周期 点 24 20 + co 时 , 定义 20 WIT 
A = (FPV (0); TI zo = oo 时 , EIRT A = lim, TD (其 见 文献 [160]23 页) 
进一步 地 , 按照 M| < 1, |A| = 1 或 A| > 1, 称 周期 点 zo 是 吸引 的 , 中 性 的 或 排斥 
的 , 特别 是 排斥 周期 点 在 复 动力 系统 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 我 们 熟知 有 理 函 数 的 
Julia 集 就 是 所 有 排斥 周期 点 所 成 之 集 的 闭 包 .这 个 结果 对 于 超越 整 函数 与 超越 亚 
纯 函数 也 成 立 

定理 7.1.1 设 /为 一 个 超越 整 函数 , A f 4 Julia R J(f) 是 它 的 排斥 周期 
点 的 闭 包 . 

证 明 令 


— 1 
NOOO T(r, f) 5 2 7 


则 由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 可 知 集合 4 的 元 素 最 多 有 两 个 . 


7.2 正规 族 在 复 微分 方程 中 的 应 用 -127 - 


ER w g A, 则 方程 f(z) =w 有 无 穷 多 个 单 重 根 . 

下 面 我 们 证 明 f 的 排斥 周期 点 在 J(f) \ 4 内 稠密 . 

设 wo € J(f)\ A, WY {F° : n = 1,2,3,---} 在 wo 处 不 正规 因此 存在 函数 列 
fing 2 = 1,2,3,---, 点 列 2n, > wo 以 及 正 数 列 pw 一 01, 使 得 及, (zn + Pnl) 在 
复 平 面 C 上 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 的 整 函 数 h. 于 是 fn ti (Zn, + Pnl) ER 
平面 C 上 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 的 整 函 数 f(h). 因为 wo g A, 所 以 存在 互相 
判别 的 ,7 EN 使 得 1(6;) = wo, F'G) #0. 

如 果 h 是 超越 的 整 函 数 , 则 在 {41, C2, Ca} P, 存在 Gy E Ol, h) < 1/2. 因此 
存在 Co, 使 得 h(Co) = G, h' (Co) #0. 

如 果 是 多 项 式 , WHR AC) = GG = 1,2) 中 有 一 个 方程 有 单 重 根 Co. 

在 两 种 情形 中 , 我 们 都 有 


F(h(Go)) = wo, (F(A))'(o) # 0, 


于 是 即 得 fapt (Zne + Pra) 一 (zn 十 prs) 在 复 平面 C 上 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 
数 的 整 函 数 f(h(C)) 一 wo. 

由 于 方程 f(h(C)) — wo = 0 有 解 , 并 且 极限 函数 O) — wo 是 非常 数 函 数 , 所 
以 由 Hurwitz 定理 可 知 , 对 于 充分 大 的 nx HIE fry ti (zn + Pri6) = (zns +n.) 有 
解 Cres 并 且 Cn 一 Co. 于 是 Znk + Png Gn 是 万 +1 的 不 动 点 ， AA ent + pny dns 一 Wo- 
因为 


Png (fngt1) (Zne + Png Sn) = (fn t+1(2nx 一 pnxG)) IC = Çak 一 (FRY (Go) #0, 


所 以 对 于 充分 大 的 Nk, zn + Pra Grn 是 Inet 的 排斥 不 动 点 . 于 是 证 得 f 的 排斥 周 
期 点 在 J(f)\ A 内 稠密 . 由 于 f 的 Julia 集 J(f) 是 完备 的 , 因此 定理 7.1.1 结论 成 
立 . | 口 
注 ”定理 7.1.1 是 Baker [3 获得 的 , 他 是 用 Ahlfors 五 岛 定理 证 明 的 . 上 面 介绍 
的 用 到 亚 纯 画 数 正规 族 理论 的 证 明 是 Schwickfil68 给 出 的 . 对 于 非 线性 有 理 函 数 及 
超越 亚 纯 画 数 也 可 以 用 上 述 方法 类 似 证 明 . 
与 本 节 相 关 的 内 容 参 见 文献 [5], [33]. 


7.2 ”正规 族 在 复 微分 方程 中 的 应 用 
Goldberg) 证 明了 复 平面 上 满足 一 阶 代数 微分 方程 的 亚 纯 函数 必 为 有 穷 级 亚 


纯 函 数 . Bank, Kaufmani 和 Barsgianl9 用 不 同 的 方法 证 明了 上 述 Goldberg 结果 . 
本 节 介 绍 Bergweilerll9l 给 出 的 以 正规 族 理 论 中 的 Zalcman 引 理 为 主要 工具 的 一 种 


证 明 . 事实 上 证 明了 由 Barsegian! 给 出 的 Goldberg 定理 被 推广 到 高 阶 微分 方程 
的 情形 . 

设 f 为 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 , n 为 正 整数 , 7;,j = 1,2,:… ,n 为 非 负 整数 , r= 
(rr Tn). BK Mr 月 = PYE Y f(z)”* 为 了 的 微分 单项 式 ， 规 定 
Mo[f] = 1. wi w(r) = rı +2r2 +- + nrn. 称 P[f] = 2 ar r(z,f(2)) MeL f] 为 f 的 微 
分 多 项 式 , 其 中 or 为 二 元 有 理 函 数 , I 为 有 穷 个 元 素 的 指标 集 , 记 w(P) = max w(r). 

定理 7.2.1 设 太 为 复 平面 上 的 亚 纯 函数 , n AEZKERA n> w(P). =f 
满足 微分 方程 (f')* = PU, Mf HARALAR. 

注 显然 一 阶 代 数 微 分 方程 能 写成 定理 中 的 形式 , 故 Goldberg 定理 为 上 述 定 
理 的 一 个 特例 . 

证 明 ”假设 f 为 无 穷 级 亚 纯 函数 ， 则 由 亚 纯 函 数 级 的 定义 二 Ahlfors-Shimizu 
形式 的 特征 函数 知 ， 存 在 数列 {wk}, 使 当 一 o0 时 有 EH 一 oo 其 中 
fF(z) 为 f 的 球面 导数 . 

i felz) = f(we + 2), F = {fe(z) : k = 1,2,3,---}, A = {z : lz] < 1}. 由 于 
FEO) = f# (we) > oo, 于 是 由 Marty 定 则 知 , F 在 A 内 不 正规 . 因此 由 引 理 3.1.3 
知 , 存在 点 列 zk € A, 正 数列 pe 一 OF 使 得 on (6) = fa(ze+ PC) = FE 十 区 十 PRG) 
在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 9(6). 

记 bk = we + zk, 从 引 理 3.1.3 的 证 明 可 知 ，pk = 


fit (ze) > ŽO) = F# (we). 


# 
于 是 结合 SEUN -oo 可 知 ， 对 任意 常数 M, 1 k — oo 时 有 al = 


M 
I< ee 2 — 0, 即 b pr 一 0. 在 微分 方程 (f)* = PLE] 中 , 用 be + px 


1 
TF Cen) = FFO) f# (bk) = 


oe 
f# (bx) 
替换 6 可 得 


TO = So ar(be + 0x6, 9 (C)) PRO” Mrlgn)(6)- 


rel 
PARRA pp 得 


"=D ar(bk + pkb, gr( Op Mr ign (6). 
rel 
Ak 00 得, 左边 的 极限 为 O, 由 于 对 于 每 一 个 > € I, n—-w(r) 21, 
对 于 任意 固定 的 正 数 1 bho, 一 0, 所 以 右边 的 极限 为 0. 于 是 有 [9'(C)]” = 0, 5 
g(C) 为 常数 , 矛盾 . 所 以 f 为 有 穷 级 亚 纯 函数 . 定理 7.2.1 得 证 . 口 
这 方面 进一步 的 结果 请 看 文献 [81], 与 本 节 相 关 的 内 容 参看 文献 [123]. 
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7.3 正规 族 在 模 分布 中 的 应 用 


2000 年 , 方 明亮 639 利用 正规 族 理论 证 明了 

定理 7.3.1 hf <-PRALADR, 若 的 零点 和 极点 的 重 级 均 D2, 则 
fl 有 无 穷 多 个 不 动 点 ， 

证 明 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 f 只 有 有 限 个 零点 . 于 是 有 


N (r Z) = O(logr) = S(r, f). (7.3.1) 
由 Nevanlinna 理论 , 易 得 


D Fu tami 
<m (r i) + S(r, f) 
=T fO -N (ra) + SCN) 


<T(r, f) + 2N(r, f) -N (r je) + S(r, f), 
由 定理 1.6.3 及 (7.3.1) 得 


remeanne (8) (opts) (oq) ser 
< ZNG, 户 +N (> Z) +N (r z=) + aT (rf) + 万 +S f) 


<2 (rf) + N (nao =) + s(n,f) 


于 是 即 得 


T(r, f) <6N (r z=) + S(r, f). 


因此 f(z) 有 无 穷 多 个 不 动 点 . 
情形 2 f 有 无 穷 多 个 零点 ， 记 为 au, za … .下面 我 们 再 分 两 种 情形 讨论 
情形 2.1 f 是 有 穷 级 亚 纯 函数 . 令 9(z) = fe) -32 Me) Fe- F 

面 我 们 只 要 证 明 g'e) 有 无 穷 个 零点 . 假如 g'e) 只 有 有 限 多 个 零点 , 则 由 定理 3.3.1 


知 , g(z) 没有 非 直 接 渐 近 值 . 于 是 由 Denjoy-Carleman-Ahlfors 定理 (参见 文献 [138]) 
知 , g(z) 至 多 有 20, 个 渐 近 值 . 故 g(z) 的 临界 值 只 有 有 限 个 ,所 以 为 有 界 的 (参见 
文献 [26] 中 推论 3). 于 是 由 引 理 3.3.4 得 


> 二 loglg(j= loe3 lal. 
因为 当 了 — oo 时， + toglales)| 一 o0, FEM j 一 oo 时 | al 00 AI 
面 由 定理 条 件 得 , 当 j 一 00 时 ， -一刀 二] 矛盾 . 因此 f(z) 有 无 穷 多 个 不 
了 
动 点 . 
情形 2.2 f(z) 是 无 穷 级 亚 纯 函数 . 则 有 
Tr, fP) _ 
m (logr)? ™ oO. (7.3.2) 
于 是 即 得 
Tir, A) 
Jim, (ogr)? = 00. (7.3.3) 
因此 由 球面 特征 函数 的 定义 结合 (7.3.3) 得 
4 (£2) 
lim = / =o. (7.3.4) 
7 一 oo logr 
置 n 5 
F= fonta) = LO) n= 1,2,3, 3 < |z| < at 
则 F 不 是 正规 族 . 


事实 上 , 假如 F 是 正规 族 . 则 由 Marty 定 则 可 知 , 存在 M > 0 满足 
g#(z) <M, HA tn =1,2,3,---,1<|2| <2. 
于 是 即 得 
1 (79 ve 


a, OQ) <2 ffs 


1 gn- j 
一 元 Lmao J Somcjelcomes (5#) dedy 


-LENA S icul) Pagan (w= E+ in) 


<3M?n = Min, (Mı =3M?). 


=y )*)Pdady (z= z + iy) 
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因此 , 对 于 任意 > > 0, 2071 <r < 2", 我 们 有 


a(n 22) <a (2, 22) < Mın < Mı (25 +1). 
z z log2 


这 式 与 (7.3.4) 矛盾 . 所 以 F 不 是 正规 族 . $ 


f(2"2) 1 5 
五 = 人 = 22m :2 一 523 <| 寺 <5 ; 


则 万 也 不 是 正规 族 . 于 是 由 第 4 章 第 2 节 后 的 注 (S a(z) = z) 知 , 存在 无 穷 个 点 
zn 满足 及 (zn) = zn, BM f"(2"2n) = Pen 所 以 f(z) 有 无 穷 多 个 不 动 点 . 综合 上 述 
情形 可 知 , f(z) 有 无 穷 多 个 不 动 点 , 定理 7.3.1 得 证 . 口 
由 定理 7.3.1 即 得 
推论 。 设 了 是 一 个 超越 亚 纯 函数 , n 是 一 个 正 整 数 , 则 f"f 有 无 穷 多 个 不 动 


W. Bergweiler 和 庞 学 诚 O 用 完全 不 同 的 方法 改进 了 定理 7.3.1, 证 明了 
EH 7.3.2 i 厂 是 一 个 超越 亚 纯 函数 ,， RE 0) 是 一 个 有 理 函 数 , 若 f HRS 


问题 7.1 Bf 是 一 个 超越 亚 纯 函数 , al 0) 是 一 个 满足 T(r,a) = S(r, f) 的 
De BR. HORA PRAM ERY 22,4 /一 a 是否 有 无 穷 多 个 零点 . 
与 上 述 内 容 相 关 的 结果 , 请 参看 文献 [197], [198]. 
定理 7.3.3 设 f 是 复 平 面 上 满足 JEO, Ff’ AO 的 非常 数 亚 纯 函数 , 则 或 者 
f(z) =e? KF f(z) = TTE” 其 中 a(f 0) b 是 有 穷 复数 , n 是 正 整 数 ， 
证 明 令 
F={Fy =f(ztw): weC}, 


则 FERMA A ={z: |z| < 寺内 的 一 族 亚 纯 函 数 . 于 是 对 于 任意 F(z)E 三, 有 


Pole) #0, F(E) #0, 从 而 由 定理 63.1 知 ,函数 族 {9w = FE: Pe F) 在 单位 
BA 内 正规 于 是 函数 族 9 = {9。 = FE: Pu €F) HERRIA A 内 也 正规 Beh 


Marty 定 则 可 知 , 存在 常数 M 使 得 对 任何 weC 有 


Wo 
o- [oy -p7 reso = 
f! 


(0) < M. 
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从 而 由 定理 1.3.2 知 , 坟 的 级 至 多 为 2 ayns, LO) = (ra) <1, 
f(z) ye dO aa a 
(E) 41 semam so ma sta LO etat pty sth 0H, c 


是 有 穷 复数 EEEN RA LE = az 十 及 其 中 ol# 1),8 € C 是 有 穷 复数 
结合 f #0 


oh(2) 
= 7 
其 中 h(z) 是 整 函 数 , p(z) 是 非常 数 多 项 式 . 于 是 有 
h’(z)p(z z 
filz) = ( nm 5 p'(z) h), 
f(z) pa) 
f(z) 六 (z)p(z) 一 2 
其 中 a, b(# 0),c 是 有 穷 复 数 , ! 是 正 整数 , 则 


Pie) k-o)! y 


p(z) (z+a)(z—c) +b 


hi(z)p(z) — p'(2) (z - c} 
TÆ h'(2) = 0. 所 以 有 


p(z) _ (z+a)(z—c)' +b 
pi(z) (z — c)! ? 
Bp 
p(z)(z — 0) = —p'(z)[(z +a)(z — c) + b. 
设 p(z) = aoz? + aiz”! +--+ + an1 + an, 其 中 ao( 关 0), n > 1, 代入 上 式 即 得 
ag = nao, 矛盾. 
所 以 


PO eh 
其 中 al 1), GeC 是 有 穷 复数 . 于 是 有 
p(z) -az +B. 


h'(z)p(z) — p'(2) 


以 下 分 两 种 情形 讨论 . i 
情形 1 a=0. W80 于 是 即 得 f(z) = ertt, HH a = at 0), 是 有 穷 


复数 . 


7.4 正规 族 在 整 函数 唯一 性 中 的 应 用 - 133 - 
情形 2 ao 40. 则 hj(z) 三 0. 于 是 有 
p(z) = —p'(z)(az + 8). 


由 此 不 难 知道 p(z) = (az +b)", 于 是 有 


1 
laz EO? 


f(z2) = 


其 中 a(F 0), b 是 有 穷 复 数 , n 是 正 整 数 . 定理 7.3.3 得 证 . 口 


7.4 正规 族 在 整 函 数 唯一 性 中 的 应 用 
it /是 非常 数 亚 纯 函 数 ,9 是 一 个 复数 集合 . 令 
E(S, f) = UU fz: f(z) -a=9}, 


a€S 
这 里 m 重 零点 在 E(S, f) 中 重复 mK. Æ S= {a}, WHE E(S, f) wy Ela, f). 
2003 Æ, 方 明亮 和 L. Zaleman 77 使 用 正规 族 理论 证 明了 如 下 唯一 性 定理 . 
定理 7.4.1 存在 一 个 具有 三 个 元 素 的 复数 集合 S, 使 得 对 于 任意 非常 数 的 整 
函数 只 要 FRA BS, f) = ECS, f), MOA F=f’ 
证 明 令 5 = {0,a,b), 其 中 a,b 是 两 个 判别 的 非 零 有 穷 复数 ,， 并且 满 足 o A 
b?, a Æ 2b, b A 2a, a? — ab +b? #0. 设 非常 数 的 整 函数 f 满足 ECS, f) = ES, f’). 
4 
ff’) — all f') — 4] 
GER OOED TORDE (74.1) 


则 由 E(S, f) = E(S, f’) 可 知 , 存在 一 个 整 函数 h 满足 


FOF — ol[f (2) -o _ aw 
FALE) — allf (2) — è] (7.4.2) 


经 过 一 些 简单 的 计算 并 由 对 数 导 数 引 理 得 


o(z) = 


m(r, 6) = S(r, f), (7.4.3) 
于 是 即 得 


T(r, 6) = S(r, f). (7.4.4) 


我 们 首先 证 明 f 的 级 <1. 令 
F={f(z+w): weC}, zeD={z: |z|< 1}. 


则 三 是 区 域 D 内 的 一 族 全 纯 函数 . 经 过 计算 , 对 于 三 中 的 任意 函数 g(z) = f(z+v), 
当 g(z) = 0,a,b 时 ， 有 |g'(z)| < max{lal, [b]}. 因此 由 定理 5.3.2 知 , F 在 DD 内 正规 . 
于 是 由 定理 2.2.5 知 , 存在 M > 0 使 得 , 当 zeC 时 ,有 f*#(z) <M. 所 以 由 定理 
1.3.3 知 , f 的 级 <1. 
因此 , T(r, f) = O(r), 而 S(r, f) = Ollogr). 于 是 由 (7.4.4) 可 知 , 6 是 一 个 多 项 
式 , 于 是 由 (7.4.2) 知 , $ 一 定 是 一 个 非 零 常数 , 记 为 A 故 有 
FOF -aie -a 4 


FEC) — al[lf(z) 一 可 | 


即 
PEE) — Alfie) — 6) = AFE 一 ao 一 时 (7.4.5) 
对 (7.4.5) 的 两 边 求 导 得 
[3(f’)? — 2(a +b) f + ab] f” = A[3f? — 2(a + b)f + ab) f’. (7.4.6) 


我 们 断言 : f' 关 0. 事实 上 , 若 存在 zo 使 得 f(z) = 0, 设 在 zo 附近 的 泰勒 展 式 
为 
f(z) = f (z0) + An(z— zo)” +>, 
其 中 An Z0, n > 2, Wl zo Æ (7.4.6) RAWH n -2 重 零点 , 右边 的 n 一 1 EFA, 
矛盾 . 于 是 有 


f'(z) = BCe™, (7.4.7) 
即 
f(z) = D+ Be, (7.4.8) 


HE BA0,C 40M D 是 常数 . 
如 果 D 4 0,a,b, 则 由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 得 
— 1 一 一 1 > 1 
T(r, f) SN (+4) +N (r 75) +S(r,fp=N (x Z) +S(r,f), . 
即 有 


N (x z) = T(r, f) + S(r, f). (7.4.9) 
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类 似 地 , 我 们 得 


N (r 7 -) = T(r, f) + S(r, f), 


一 1 
N (x =) = T(r, f)+ S(r, f). (7.4.10) 


于 是 由 (7.4.9), (7.4.10), E(S, f) = E(S, f’) 和 Nevanlinna 第 一 基本 定理 得 


由 此 即 得 T(r, f) = S(r, f), 这 与 (7.4.8) 矛盾 . 所 以 D € {0,a, b}. 
以 下 我 们 考虑 三 种 情形 . 
情形 1 D=0. 则 由 (7.4.7) 和 (7.4.8) 得 


f(z) = Be,  f'(z) = BCeCz. (7.4.11) 


设 f(z) =a, 则 由 ECS, f) = E(S, f) 可 知 , 或 者 f(a) = a, 或 者 f(z1) = b. 
如 果 f(z) = a, 则 由 (7.4.11) 得 C = 1, 于 是 即 得 f = f'. 如 果 f'(a) = b, Wh 
(7.4.11) 得 


c=. (7.4.12) 
a 
类 似 地 , 如 果 f (ze) = b, 则 或 者 f(z2) = a, 或 者 f(z2) = b; WR f (22) = b, W 
A C =1, FHA f= f WE f (2) =a, We (7.4.11) 得 
a 


C=; 


(7.4.13) 


因此 由 (7.4.12) 和 (7.4.13) 可 知 , 或 者 了 =f’, RE a = 02. HF a? = 0, M a Ab 
的 选取 矛盾 . 于 是 即 得 , 当 万 = 0 时 有 了 = f. 
情形 2 D=a. 则 由 (7.4.7) 和 (7.4.8) 得 


f(z) =a+ Be, f'(2) = BCe®. (7.4.14) 


设 f(z3) = 0. 则 由 ECS, f) = ECS, f’) 可 知 , 或 者 f(z3) = a, RE F(z) = b. 


Æ j(zs) =a, 则 由 (7.4.14) 得 C = -1. 于 是 有 
f(z)=a+Be%*, f'(z)=—Be’. (7.4.15) 


设 f(z4) =b. 则 由 E(S, f) = E(S, F) 可 知 , 或 者 f(z4) = a, 或 者 f(z4) = 如 果 
f'(za) = a, 则 由 (7.4.15) 得 b=0, 5 b 40 矛盾. WR f (24) = b, WA a = 26, 与 
a £ 2b FJA. 

车 f'(23) = b, 则 我 们 类 似 可 得 C = —b/a, 


f(z)=atBens*, f(z)= -Be (7.4.16) 


取 zs 使 得 fles) = b, 则 或 者 f'(z5) = a, 或 者 (zs) =b. 如 果 f(z) = a, 则 由 
(7.4.16), 得 a? — ab + 0? =0, FIE. 类 似 地 , 如果 六 (zs) = b, WA b = 0, 矛盾 . 
于 是 情形 2 TANA 


情形 3 =b. 类 似 于 情形 2 的 讨论 可 知 , 这 种 情形 也 不 会 出 现 . 
综合 DORNER f= f. 定理 7.4.1 得 证 . 口 


设 f(z) =e *+a+b, S= {a,b}, 其 中 a,b 是 任意 两 个 不 同 的 有 穷 复 数 , 则 
f(z) =—e7*. 显然, E(S, f) = EB(5,f); 但 是 f 半 了 .这 表明 定理 7.4.1 中 数字 3 是 


1986 Æ, Jank-Mues-Volkmann [111 证 明了 : 设 上 是 一 个 非常 数 整 函数 ,a 是 一 
个 非 索 有 限 复 数 . 若 f ef DE a, 并 且 f'(z=a=— f"(2=a 则 了 三 广 . 

这 个 结果 已 经 被 许多 人 做 了 推广 和 改进 参见 文献 [40], [77], [92], [122], [211], 
[204]. 

使 用 正规 族 理论 , 常 建明 和 方 明亮 O 证 明了 

定理 7.4.2 ik f 是 一 个 非常 数 整 函数 ,a 是 一 个 非 替 有 穷 复数 , k> 2) 是 一 
个 正 整 数 . 若 f(z) =a 一 jz] =a, f(z) =a = /0O(z) =a, 则 或 者 


a(A—1) 


f(z)=Ce*+a 或 者 f(z) = Ce + 一 下 


其 中 C、 入 是非 需 常 数 , 满足 入 -1 一 1. 

为 了 证 明定 理 7.4.2, 我 们 需要 如 下 引 理 . 

引 理 7.4.1 Bh 有 (> 2) 是 一 个 正 整数 , a 是 一 个 非 替 有 穷 复数 . LH f 是 一 个 
整 函数 满足 f(z) =a 一 f(z)=a, f'(z) =a = f(z) =a, BI 


fl — f' -ef —a) =0, 


EP c 是 一 常数 . 
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证 明 令 
F={Fy, = f(zt+w)—-a: we Ct}, 


则 F ERMA A = {z : |z| < 1} 内 的 一 族 全 纯 函 数 . 于 是 对 于 任意 F(z)eE 三 ,有 
Folz) = 0 => F! (z) =a, F! (2) =a => FP (2) =a, 从 而 由 定理 5.4.2 知 , 下 在 单 
位 圆 A 内 正规 , 于 是 函数 族 {9w(z) = f(z 十 w) : w eC} 在 单位 贺 A 内 也 正规 . 故 
由 Marty 定 则 可 知 , 存在 常数 M (> 0) 使 得 对 任何 we C 有 


ol dg (OL 
FC) = TET Faye = T+ loo = 92) < M. 


从 而 由 定理 1.3.3 知 , f 的 级 至 多 为 1. 作 辅 助 函数 


_ FO) -10) 
)= "Fayre 


则 由 定理 1.5.1( 对 数 导数 引 理 ) 的 推论 3 可 知 


m(r, $) = o(logr). 


于 是 由 引 理 的 条 件 知 , 少 是 一 整 函数 , MTA T(r, 6) = m(r, ¢) = o(logr). 由 此 即 知 
9 为 常数 c. 引 理 7.4.1 得 证 . 口 

下 面 的 两 个 引 理 是 显然 的 . 

引 理 7.4.2 ” 设 a,b 是 两 个 实数 ,之 2 是 一 整数 , 则 方程 zf 十 az 十 二 0 至 多 
有 三 个 不 同 的 实 根 . 进一步 地 , 车 该 方程 恰好 有 三 个 不 同 的 实 根 ri < Za < za, A] 
一 定 有 zl <0, zs > 0. 

引 理 7.4.3 i A, Bla, 8 是 非 零 有 穷 复数 . 若 


e =A => e =B, 


则 存在 非 堆 整数 使 得 8 == ka. 
定理 7.4.2 的 证 明 由 引 理 7.4.1 得 


f(z) = f'(2) — clf(z) - a] =0, (7.4.17) 
这 里 ec 是 常数 . 
解 方程 (7.4.17) 得 


f(z)-a= 2, P(z)e™’”, (7.4.18) 
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这 里 1<s< 有 NU = 1,2,… ,s) 是 特征 方程 未 - z - c = 0 的 不 同 的 根 , POG 
OIG) = 1,2, ,8) 是 多 项 式 . 
由 (7.4.18) 得 


= [P/(z) + Ay Pj (z)]e™?. (7.4.19) 
j=l 

iO 是 包含 (7 = 1,2,… ,5s) 的 最 小 凸 闭 包 . 

下 面 , 我 们 考虑 三 种 情形 . 

情形 1 s23. 此 时 有 大 > 3. 以 下 再 分 两 种 子 情形 讨论 . 

情形 1.1 A 入 j(1 <i < s) 不 都 在 一 条 通过 原点 的 直线 上 . 此 时 我 们 可 找到 69 的 
一 条 边 9 设 它 的 两 个 端点 为 Al 和 Xi 使 得 Xi(2 < j < 1-1) RHE OL 上 , IFA On 所 在 
的 直线 不 通过 原点 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 设 有 Im(1) = Im(2) =… = Im(X) = yo, 
Im(A;) > yo(l+1<j<s), (否则 , 我 们 可 和 象 在 证 明 引 理 5.4.1 时 那样 作 一 旋转 ). 于 
是 yo #0 并 且 argz = 1/2 Æ ô 的 外 法 线 . 我 们 还 可 设 ri < za <… < xi, 这 里 
aj = Re( 和 jy)(1 <j <1). 这 样 一 来 , 由 引 理 5.4.1, 对 任意 小 的 正 数 c, RITA 


nl¥,n/2,¢\ f -a) = T + 0(1), %4 Y > tool. (7.4.20) 
现 置 
F(z) = HP (Se) — a) = (P+ MPF) -a (7420 
则 由 此 及 (7.4.18), (7.4.19) 可 知 ， 
F(z) =e yor Do Ajz 十 5 Q;( (z)e? — aP (2) 


了 一 ! 十 1 


-et ei? + > Qj(2)eN i) — aP(z)e Yo?, (7.4.22) 
j=l41 
XE Q,(z) = Pi(z)[Pi(z) +A Pi(2)] — PPE + 和 RP(2)] G AD 是 多 项 式 . 显然 
有 Q;(z) £0 GED. 
于 是 由 引 理 5.4.1 并 仍 用 那里 的 符号 , 当 yo < OM, 有 


n(Y, nx/2,e; F) = T 


Y +01), 4 Y > +00 时 ; (7.4.23) 
而 当 yo > 0 时 , 有 


n(Y,n/2,6;F)=O(1), 4 Y 一 +00 BY. (7.4.24) 
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由 (7.4.21) 和 条 件 f(z) =a 一 f'e) = a 可 知 f(z) -a 的 每 个 零点 都 是 单 重 零点 ， 
并 且 有 f(z) = a = F(z) = 0. 于 是 有 


n(Y, /2,e; f — a) < n(Y, 1/2, £; F). 


由 此 及 (7.4.20), (7.4.23) 和 (7.4.24) 即 得 矛盾 : x1 < 2-1. 

情形 1.2 HEAO <j < s) 都 在 一 条 通过 原点 的 直线 上 . 此 时 我 们 可 设 
Aj = rje (1 <j < s), XE ry 和 0 是 实数 . 由 于 和 (1 < j< s) ENTE zt- azel 
0 的 解 , 所 以 +; (1 < 7 <s) 也 是 下 面 两 方程 s cos(k0) — zcos0 -e = 0 和 
zk sin(k0) — xsin@ — cs=0 的 解 , 这 里 cı = Re(c), co = Im(c). 于 是 由 引 理 7.4.2 有 
s <3. 从 而 必 有 s = 3. 再 由 引 理 7.4.2, 我 们 就 可 设 m < ra < rs 并且 m < 0< rs. 但 
此 时 , 用 情形 1.1 中 类 似 的 讨论 , 可 得 出 73 一 ri < r3—min{0, r2}, 这 与 < min{0, r2} 
矛盾 . 

情形 2 s 二 2. 则 由 (7.4.18) 和 (7.4.19) 得 


f(z) = a+ Py(z)e™* + Po(z)e*??, (7.4.25) 
f(z) = [Pi@) +A Pi (2)]e™7 + [Ph(2) + AvPa(2)le*, (7.4.26) 
f(z) = PAiPi(z) + MP (z)Je** + [2A2P3(z) + XP (z)]e’??. 


(7.4.27) 


若 c 关 0, 则 由 (7.4.17) 及 f(z) =a = f'(z) =a fl f(z) =a => f(z) = 可知， 
f(z) =a => fiz) =a. 
我 们 断言 ，f'(z) -a 只 有 有 限 多 个 重 级 零点 . 假设 f(z) -a 有 无 限 多 个 重 级 

零点 , 设 为 sn. 则 有 f(n) = 0, f(zn) = a. 于 是 由 (7.4.25) 和 (7.4.27) 得 

Pi(zn)eN "+ P2(zn)e*?*" = 0, 

(21 Pi (zn) + YP (ane + [2A2P3(zn) + AZP2(zn)le*?*” = 0. 
由 此 即 得 

P,(2n)[2A2PS (zn) + AZP2(2m)] = Po(2n)[2A1Pi (2n) + ATPA(Zn)]. 
从 而 有 
P,(z) [22 P3(z) + A3Po(z)] = Po(z)[2A1 Pi (2) + MAP (2)}. 

由 此 及 A Ao 就 有 A = 一 和 ,因此 Pi(z), Po(z) 为 常数 . 记 Ar =A, Pi(z) = CF 
0)(j = 1,2). WA #0, 并且 由 (7.4.25) 得 


f(z)-a= Cie + Coe * = Oe (eò - K) (e* +K), (7.4.28) 
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这 里 K 是 常数 , 满足 K? = -C2/C1. 于 是 有 
f'(z) = CiXexz -Co 和 Xe ”7?. (7.4.29) 
从 而 由 (7.4.28), (7.4.29) 和 f(z) =a => f’(z) = a 可 知 ， 
CIAK - C2A/K =a = -CAK + CoA/K. 


由 此 即 得 .a = 0, $ a #0 FA. 
于 是 , f(z) -a 只 有 有 限 多 个 重 级 零点 . 这 样 , 由 f(z) = a < f(z) = a, 并 由 
f 的 级 不 超过 1 可 知 , 存在 多 项 式 P(E 0) 和 常数 a 使 得 


FQ) -a _ pire 
Fie 7 P(z)e®. (7.4.30) 


由 此 及 (7.4.25) 即 得 
P! + iP, )e™* + (Ph + MP)e’* — a = PP etn + P Pelt), 
1 2 


但 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 c= 0, 从 而 和 jj = 1,2) 是 方程 2* 一 z = 0 的 两 个 单 重 根 , 并 日 P(z) 和 
Po(z) 是 两 个 常数 , 记 为 Pile) = GU = 1,2). 于 是 由 (7.4.25), (7.4.26) 得 


f(z) —a = Chiexiz +07, f(z) = NC1eN’ + à2C2e°?7. 


再 注意 到 f(z) = a = f(z) == a, 我 们 就 有 


C: a 
(Ai-》Xa)z _ _ 22 Az — 
e Ci => e 二 
于 是 由 引 理 7.4.3, 存在 整数 ”使 得 
Ai = n(ài 一 d2). (7.4.31) 


Æ rAz #0, M AE = Ad AAR = Ap BP MIA ART) = AST (= 1). 于 是 再 由 (7.4.31)， 
我 们 就 得 矛盾 : n = (n 一 1)*-!. FEAL 和 à 至 少 有 一 为 零 . 记 Na = 0. 则 
有 f(z) = a+C + Coe, f(z) = AgCre®*. 利用 f(z) =a = f(z) =a OA, 
Cı = —a/à2. 从 而 


f(z) = Aat Co, 


这 里 C, A(= Ao) 是 常数 , E A = 1. 
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情形 3 s=1. WA 
F(z) -a = P(zje*, f(z2)=[P'(z)+ AP(z)le™*, 


这 里 Phe) £0 是 多 项 式 , 和 是 方程 下 — 2 c= 0 HY HR. 

车 c 关 0, 则 和 关 0. 于 是 由 (7.4.17) 和 定理 的 条 件 可 知 , f(z) =a > f'e) =a. 
但 在 此 种 情形 下 , f(z) = a 只 有 有 限 个 解 , 而 f(z) = a BERAR, FIR. 

车 c=0. 车 入 =0, 则 由 f(z) =a = f(z) = a 可知, P(z2)=0 一 > P'(z) = a. 
由 此 即 得 P'(2) = a, 从 而 f(z) = az + A, 这 里 4 是 常数 但 这 与 P(z) = a 一 
fOe) = FH. 

FRA NAO. 从 而 EHT z-z = 0 的 单 重 根 , 于 是 满足 Xt-1 = 1, 并且 
P(e) 是 常数 , 记 为 P(z) = C. 从 而 我 们 得 到 


f(z) = Ce**+a. 


这 就 完成 了 定理 7.4.2 的 证 明 . 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 文献 [41], [77], [119]. 口 
问题 7.2 ”用 亚 纯 函 数 的 正规 族 理 论 研 究 涉及 函数 及 其 导 函 数 的 亚 纯 函数 的 
唯一 性 ,可 得 到 与 前 面 整 函数 类 似 的 结果 . 


BSS 亚 纯 函数 的 拟 正 规 族 


前 面 几 章 讨 论 了 亚 纯 函 数 的 正规 族 理论 , 并 且 建 立 了 一 系列 的 判别 定理 . 本 章 
将 研究 和 讨论 亚 纯 函 数 的 拟 正规 的 概念 和 性 质 . 


8.1 基本 概念 


定义 8.1.1 HF ARR 万 内 的 一 个 亚 纯 函数 族 . 如 果 对 于 F 的 任 一 序列 
{fr}, 都 存在 {fro} 的 子 序列 {fr}, 以 及 D 中 的 点 集 E (在 D 内 无 聚 点 ), 使 得 
{fn} 在 D\E 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 , 则 称 F 为 区 域 D 内 的 一 个 拟 正规 族 , 简称 
三 在 万 内 拟 正 规 

这 里 的 集合 E MPI {fn} AX. 

EN 8.1.2 设 太 为 区 域 万 内 的 一 个 亚 纯 画 数 族 , v 是 一 个 非 负 整 数 . 如 果 对 
于 三 的 任 一 序列 {fn}, 都 存在 {fn} OFA {fr}, ARD PHAR 五 , | 吾 | <v, 
使 得 {fn} 在 D\E 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 , 则 称 FARR D 内 的 一 个 也 阶 拟 正 
MLR. 

定义 8.1.3 BF ABR D 内 的 一 个 亚 纯 函数 族 , z0 €D. 如 果 存 在 正 数 ô, 
使 得 大 是 A(z0,6) 内 的 一 个 拟 正规 族 , WAR 丰 在 点 zo 拟 正规 . 

由 有 限 覆 盖 定 理 和 对 角 线 法 , 不 难 推出 : 

定理 8.1.1 设 FABRA D 内 的 一 个 亚 纯 函 数 族 , 那么 三 在 DD 内 拟 正规 的 
充 要 条 件 是 : F 在 区 域 D 内 的 每 一 点 都 拟 正 规 . 

从 正规 族 与 拟 正 规 族 的 定义 中 可 以 看 出 , 拟 正 规 族 的 概念 是 正规 族 的 概念 的 推 
广 . 特别 当 F 是 区 域 D 内 的 0 阶 拟 正 规 族 时 ,入 也 就 是 正规 族 . 

例 8.1 RAA {fe"z} 在 单位 圆 盘 内 不 是 拟 正规 族 . 这 是 因为 它 的 任何 子 列 在 
虚 轴 与 单位 圆 盘 的 交集 内 不 正规 . ， 

例 8.2 mice F= (ED : ab e C} 在 单位 圆 盘 内 是 1 阶 拟 正规 族 , 但 
是 该 函数 族 在 单位 圆 盘 内 的 每 一 点 都 不 正规 ， 

例 8.3 BBE {n(z™ —2")} 在 区 域 1 < |z| < 3 内 不 是 拟 正规 的 , 这 是 因为 
它 的 任何 子 列 在 圆周 |z| = 2 上 的 每 一 点 都 不 正规 应当 注意 : 它 的 导 函 数列 在 该 
区 域内 却 是 正规 的 . 

区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 FETE v 阶 拟 正 规 族 , 那么 存在 z1, 22,…, 41 ED 
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以 及 序列 {fa} C F, 使 得 {fn} 的 任何 子 列 在 21, 22, …, ar 上 的 每 一 点 都 不 正 
规 . 换 句 话说 , 对 于 任意 的 ô > 0， 
M;:= sup f#(z) 一 oo，7=1)2 ,7 十 1， 兄 一 oo. 
ZEA (zi;,6) 

定理 8.1.2 i FHRA D 内 的 拟 正规 族 , a,bE5azb 任 给 JEF, f+a, 
b, 那么 三 在 万 内 正规 ， 

证 明 不妨 设 a = 0, b= co. 只 要 证 明 : Æ {fr} (CF) 在 zo (E D) 的 某 个 去 
心 邻 域内 正规 , 那么 {fn} 在 zo WER. 不 妨 设 {所 } FEO < |z— zo| < 6 内 正规 ,并 
FL {所} 的 任何 子 列 在 点 z 不 正规 . 因为 {fn} 在 |z 一 20] <5 内 解析 ,所 以 {fr} 在 


0 < jz- zol <5 上 内 闭 一 致 收敛 于 00. 因为 {>} 也 是 解析 函数 列 , 所 以 同 理 可 得 
人 全] 在 0< jz - zo) < 5 上 内 闭 一 致 收敛 于 00, 从 而 得 到 矛盾 . D 


8.2 MEREN 


首先 介绍 一 些 相关 的 引 理 ， 

引 理 8.2.1 i {a} EBM A A 上 的 一 个 互 不 相同 的 点 列 , 在 人 内 无 聚 点 ， 
{fn} 是 单位 圆 盘 内 一 亚 纯 函 数列 . 每 一 个 fp RARER, f Al. 并 且 假 设 

(a) {fn} 的 每 一 个 子 列 在 点 ai 不 正规 ; 

(b) 存在 6 > 0, 使 得 fn Æ Ala, ô) 有 一 个 ( 重 级 ) FA; 

(c) {fn} 在 A\{axj} 忆 1 上 内 闭 一 致 收 化 于 f; 
那么 我 们 有 

(1) 存在 加 > 0, 使 得 对 每 一 四 0<m<y7o, 当 兄 充 分 大 时 ,在 A(alm) BA 
一 个 极点 , 并 且 这 个 极点 是 单 级 的 ; 

(2) f(z2)=z—a. 

证 明 ”只 和 需 证 明 : 对 每 一 个 {fn} 的 子 列 , 都 存在 子 列 满足 (1) 和 (2). Bee 
{fa} 的 一 个 子 列 , 为 了 书写 方便 , 仍 记 为 {fn} 

FW {fn} 在 z= a1 不 正规 , 由 引 理 3.1.3, 存在 {fn} 的 子 列 , 不 妨 设 为 {fn} 本 
身 , 以 及 点 列 z 一 al 和 正 数列 on 一 OF 使 得 

on(€) _ fn(Zn + pné) 
pn 

在 复 平面 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 非常 数 的 ,有 穷 级 的 亚 纯 函数 9(&). 因为 
fn 的 零点 均 为 重 级 零点 , 所 以 g 的 零点 也 均 为 重 级 零点 . 又 


Ial) = fn(zn + Pn) 
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以 及 filen + pn€) £ 1, 所 以 由 Hurwitz EM, gg ALM =1. 由 g 三 1 可 得 
gf) =E+6, 这 与 9(6) 的 零点 均 是 重 级 的 相 有 矛盾. 所 以 假设 在 复 平 面 上 


g'(§) #1. 
从 而 文献 [8g] 可 推 得 
e = E, 


其 中 a, b 为 互相 判别 的 有 穷 复数 由 辐 角 原理 , 存在 序列 En > a 和 m > b 使 得 ， 
当 n 充分 大 时 ， g(En) = 0, g(h) = 00. w 


Zn,0 = Zn + pnén, Zn, = 2n + Pnn, 


从 而 有 
Zn,į > G1 (j = 0,1), fn(zn,0) = 9, fn(zn,1) = &. 

先 假设 结论 (1) 已 经 成 立 , 我 们 来 证 (2) 也 成 立 . 

因为 极限 函数 了 在 Aa} 亚 纯 或 者 恒 为 oo. 首先 假定 f 是 一 个 亚 纯 函数 . 
那么 由 极点 的 孤立 性 , 存在 bo > 0 使 得 f FET = {z:|z 一 a1|= 60} 上 无 极点 , 由 此 
fi 在 TT 上 一 致 收敛 于 f. 

我 们 证 明 f’ = 1 4E A (a, 60) ERZ. 

事实 上 , 若 不 然 , 根据 Hurwitz 定理 , f #1. 因为 1/(f 一 1) 在 A(a1,60) 上 解 
Br, 并 且 在 上 一 致 收敛 于 1/(f' 一 1). 由 最 大 模 原 理 , 1/( ff, — 1) Æ Ala, do) 上 一 至 
Wea, 所 以 {FL} 在 点 a1 正规 . 因为 faleno) =0 AR faln) = 00 以 及 mj > a 
(j = 0,1), 这 就 说 明 {1} 在 点 a 不 等 度 连续 ( 按 球面 距离 ), 矛盾 . 

因为 {L} 在 A (a, 60) 上 一 致 收敛 于 1. 所 以 对 z, zo € A’(a1, 50), f(z0) # œ, 
可 得 , 

fa(2) ~ falo) = f FEAE > 2 — zo. 


不 妨 假设 fa(zo) — zo > a- 
现在 证 明 a = 一 Ql. 
AN r< min{la + al, do}, 对 充分 大 的 n, 有 
1 fe), dz _ 
Qni jz-ail=r Tale) I z— a + (f (20) = zo) + ay 0 (8.2.1) 
然而 , 由 辐 角 原理 , 等 式 的 左边 表示 fp 在 A(a1,7) 内 的 零点 和 极点 的 个 数 之 差 从 
而 


1 falz) 
一 一 dz 之 2 一 1, 
2i |jz-ai|=r fn(2z) 
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这 与 (8.2.1) 式 矛盾 . 这 就 得 到 a = -au Bl f(z) = zal. 
现在 假定 f = co, z € Afa). 设 


OA a 


由 (b) 得 知 : Fn 在 Alad) 上 不 取 零 , 对 解析 函数 {1/ Fn} 用 最 大 模 原理 , 得 到 Fa 
在 A(a1,6) 上 一 致 收敛 于 co. 因为 


fn(znt+ pné) _ Fn(zn + pné) (pné + zn — Zn,0)" 


Pn Pn (pné + Zn — 2n,1) 
(E -= én) 
= Fn(zn ng) 7 
(en + pné) (em) 


这 样 就 得 到 Fn(zn + pn€) 一 1 这 与 Fn 在 a 附近 一 致 趋向 于 co 矛盾 . 
我 们 已 经 证 明了 : A (1) 成 立 , (2) 必定 成 立 , 现在 回 过 来 证 明 (1) 成 立 . 
不 妨 假定 在 a 的 任何 邻 域内 , fr (n 充分 大 ) 至 少 有 两 个 不 同 的 极点 . 设 zm,2 是 
fn 的 另外 一 个 极点 , 并 且 Sn 在 人 (zw,1y1zn,1 一 Zn,2]) 内 无 极点 . BE za = Zn + Onh 


HA zn > ai, E h o. S 


fr(Zn + (Zn,2 一 zn,1)6) 


Zn,2 一 Zn,l 


因为 zn,2 zna 一 0, 所 以 对 任意 有 界 集合 D*, 当 n 充分 大 时 , Gn 在 D* 上 有 定义 ， 
并 且 Gn(€) 41. 因为 


Gn(C) = 


Zn, 0 — Zn,ly 
Gn (0) = œ, Gnl a mT =0 
以 及 
Zn0 Znl En — Fn 
Zn,2 一 ni Na Tn 
所 以 {Gn} FER C= 0 不 正规 . 

另 一 方面 , 对 复 平 面 上 的 任意 紧 集 , 当 n 充分 大 时 , Gn 仅 有 一 个 ( 重 级 ) 零点 ， 
它们 的 极限 点 为 0. 因为 GO #1, 所 以 由 定理 2.3.1 得 , {Gn} 在 C\{0} 上 内 闭 一 
致 收敛 于 G. 因为 Cn 在 单位 圆 盘 A 上 仅 有 一 个 极点 , 由 此 对 {Gr} 而 言 , 如 果 条 
件 (a), (b), (c) 均 被 满足 , 从 而 得 到 ， 


> 0, 


GO) =6, 
这 与 G(1) = 00 矛盾 . 


这 样 , 引 理 8.2.1 证 完 . 口 

为 了 更 好 地 描述 下 面 的 引 理 , 首先 引进 一 个 概念 . 

定义 8.2.1 3 z1, 22 E€ C, Z = (z1 + 22)/2. 如 果 

(1) f(21) = f (22) = 0; 

(2) 存在 z3, 使 得 |z3 — Z| < jz — zal 以 及 |f'(z3) > 1, 那么 称 (21,22) 是 函数 
f(z) 的 一 个 非 平 凡 的 零点 对 . 

注 条 件 (2) 等 价 于 

(2) 存在 z*, |z*| < 1 使 得 |h/(z*)| > 1, 其 中 
_ (Z+ (21 = 22)2) 

RY 一 22 


hlz) 


AA |h'(z)| 之 |h#(z)|, 所 以 如 果 有 hË (z*) > 1, 自然 就 保证 了 (2) 的 条 件 . 

下 面 讨 论 {fr} 在 某 个 不 正规 点 的 任何 邻 域内 至 少 有 两 个 零点 (n 充分 大 ) 的 
情形 . 
引 理 8.2.2 {frp 是 单位 圆 盘 A 内 的 一 个 亚 纯 函 数列 , fp 的 震 点 均 为 重 级 ， 
fi(z) #1, n=1,2,---,2€ A. 并 假设 

(a) {fn} 的 任何 一 个 子 列 在 zo CA 不 正规 ; 

(b) 对 任何 5>0, fn Æ Alzo) 上 至 少 有 两 个 不 同 的 零点 (n 充分 大 ). 则 对 每 
一 个 65> 0, fn 在 A(zo,6) 上 有 非 平凡 的 零点 对 (an, Cn), FE 

[He + (an 一 cn)6) } 
an — Cn 
在 A 上 不 正规 , 其 中 dn = (Qn + cn)/2. 

证 明 ”由 引 理 3.1.3, 存在 {fn} WEA ( 仍 记 为 {fr} ) 点 zn 一 20, IER 

pn 一 0+ 以 及 a, b eC, 使 得 


gO = PEE L gic) = Coe (8.2.2) 
在 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 成 立 . 由 Hurwitz 定理 , 存在 Gn 一 a, tn > b, 使 得 an = 
zn + Pnbn > 20, bn = Zn + Pnn 一 20; 当 n 充分 大 时 ， gn(Cn) 一 fn(an) = 0, 
gn (Wn) = fn(bn) = œ. 
根据 假设 , 当 n 充分 大 时 , 存在 cn # an, Cn > 20 使 得 有 (cn) = 0. B cn = 
Zn 十 Panas 由 (8.2.2) 式 得 Gr 一 oo. 置 dn = (an + Cn) /2, HY A Ba BC 
fnldn + (an — Cn)¢) 


an 一 Cn 


对 于 任意 一 个 紧 集 E CC, 4 n 充分 大 时 均 有 和 定义， 


An(¢) = 
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我 们 断言 {hn} 的 任何 子 列 在 5 = 1/2 处 不 正规 . 事实 上 , 因为 

an—dy 1 bazd 1 

an — Cn 2” an 一 cn 2’ 

Sn) = falan) =0, inl A=) = falba) = 00, 

所 以 {hn} 的 任何 子 列 在 点 6 = 1/2 的 任何 邻 域内 的 不 正规 性 就 呈现 出 来 了 . 由 
Marty 正规 定 则 , 当 充分 大 时 


an — dn 


hn( 


SU h#(¢) > 1. 
|¢-1/2|<1/4 
这 就 证 明了 (an, cn) 确实 为 f 的 非 平凡 的 零点 对 . 口 
引 理 8.2.3 2 {fra} ŽERA 人 内 的 一 个 亚 纯 函 数列 , 所 有 的 零点 都 是 重 
级 的 , 并且 fi (2) #41,n=1,2,---,zE€ A. 假设 
(a) 存在 点 de A, an 一 d, cn 一 d 以 及 zo € C, 使 得 对 每 一 正 数 6, 当 nn 充分 
大 时 ， 


fn(dn + (an — Cn)2) 
an — Cn 
在 A(zo,6) 上 至 少 有 两 个 不 同 零点 , 其 中 dn = (an + €n)/2, 
(b) {hn} 的 任何 子 列 在 zo 不 正规 . MA 充分 大 时 ，, fa 有 一 个 非 平凡 的 零点 
对 (Zi 1 2,2)» 使 得 Zr >d (j = 1,2) 以 及 


hn(z) = 


lena 一 za 2l < lan 一 cn|. 


证 明 BA {fa} 的 任何 子 列 在 点 z = zo 不 正规 , 那么 由 引 理 3.1.3 存在 {hn} 
的 一 个 子 列 ( 仍 记 为 {hn} ) 点 zn 一 20 以 及 正 数列 pn 一 0+, 使 得 


I(E) = hn(en + pnt) 二 Po) 


在 C 上 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 于 (5 - @)?/(¢ — b). 由 Hurwitz 定理 , 存在 £no > b, 
En 7a 使 得 9n(En,o) = hn(Zn,0) = Oo， gn(én,1) = hn (zn,1) = 0, 其 中 


Zn,j = Zn + Pnên,j > zo, (j =0,1). 


由 条 件 (a), 存在 Zn,2 — 20; Zn,2 Fx Zn,1) hn (zn,2) = 0. 设 Zn,2 = Zn + pnén,2, 那么 
Cn ,2 一 00. 


今 


Znj = dn 二 (an 一 Cn) + pn(an 一 Cn )En, j» j =1,2. 


显然 有 Znj > d, 了 = 0, 1, 2. 定义 
Za 1 + 2n,2 


fn( 


+ (24,1 — Zn,2)) 
Gn(C) = 3 


* * 
Zn, 1 T Zn,2 


则 {Gn} 的 任何 子 列 在 “= 1/2 不 正规 . 事实 上 


26n0 — En,1 — En,2 _ 1 _ 
Gn ( 2(én,1 — én,2) ) =%, Gn(5) = 0. 


又 因为 
2én,0 一 Ên,1 一 En,2 > 1 
2(én,1 = En,2) 2’ 
所 以 {Gn} 的 任何 子 列 在 《 = 1/2 不 等 度 连续 ( 按 球面 距离 ). 由 Marty 正规 定 则 可 
得 (i 2n,2) 是 户 的 一 个 非 平凡 的 零点 对 (n 充分 大 ). 由 于 


|z 一 zal = |an 一 Cal|Zn,1 — zn,2| 
以 及 znj > zo (7 = 1,2), 所 以 当 m 充分 大 时 ， 


ln, T Zi,2) < lan = enl. 


引 理 8.2.3 得 证 . 口 
引 理 8.2.4 {fp} AZRA A 内 的 一 列 亚 纯 函 数 , 所 有 的 零点 都 是 重 级 
的 ,并且 fi (z) A1,n=1,2,---,z EA. 假设 
(a) {fr} 在 A'(0,1) 内 正规 , 但 是 它 的 任何 子 列 在 点 z = 0 不 正规 ; 
(b) 存在 5> 0, 使 得 fn 在 A(a1,6) 内 有 一 个 (EA) BA. 
则 存在 {fn} 的 一 个 子 列 (为 简 音 起见, 仍 记 为 {n}, 使 得 对 于 任意 AEC, fn 一 a 
在 A'(0,1/2) 内 至 多 只 有 两 个 零点 . 
证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 {fn} 在 人 A‘(0,1) 上 一 致 收 钱 于 f. 由 引 理 6.1.1, f(z) = 


先 假定 |a| < 2/3, 并 记 工 为 圆周 {|z| = 3/4}. 那么 


/ 
zi |/ n(2) dz > L l dz = 1. 
27i Jr fn(z)—a 2ni Jp 2-4 


然而 上 式 的 左边 是 所 的 a- 值 点 与 fp 的 极点 的 个 数 之 差 ( 计 重 数 ), 并 且 由 引 理 
6.1.1, 存在 0< 8 < 3/4 使 得 当 m 充分 大 时 , fn 在 A(0,5) 上 仅 有 一 个 简单 极点 以 及 
{fn} 在 A'(0,1) 上 一 致 收敛 于 z, 因此 当 n 充分 大 时 fa TET W a- 值 点 个 数 恰 好 
为 2. 
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再 假定 |a| > 2/3, iI” 为 圆周 {|z| = 5/9}. BA 


(2) -J 1 
n 一 
2rri F falz) 一 at ? Oni pen a? 0. 


根据 前 面 的 分 析 不 难得 到 : 当 n 充分 大 时 ,fn ET” 内 部 的 a 一 值 点 个 数 为 1( 计 重 
数 ). 这 就 证 明了 引 理 . 口 
引 理 8.2.5 RSJ 为 复 平 面 C 上 的 一 个 亚 纯 函 数 ,所 有 的 零点 均 为 重 级 ,并且 
FeAl EC, 则 或 者 f RAH, 或 者 存在 f(z) 的 一 列 零 点 对 (an, cn) 满足 
(1) lan — cn| = 0; 
(2) 


_ fldn + (an 一 cn)6) 
An{¢) = a a 
在 A 内 不 正规 ， 其 中 dn = (an 一 Cn)/2. 
证 明 车 f 不 是 有 理 函 数 , 由 定理 3.4, f 必定 是 无 穷 级 的 . 可 以 断言 : 存在 
Zn — CO, En > ot, 使 得 


SAemen => f | LF#(2)Pardy > +o0. (8.2.3) 


|z-Zn|Sen 


否则 , FEER e, M, 使 得 对 任意 的 《< C， 
S(A(¢,€), f) < M. 


从 而 
== [fr eParay = 00°), 
jz|<r 
这 样 可 推 得 的 级 至 多 是 2, 矛盾 
由 (8.2.3) 式 可 推 得 存在 2% © Alen En), 使 得 fF (zh) 00. B fn(z) = 
F(E + zn), 那么 {fn(2)} 的 任意 子 列 在 = 0 不 正规 
假设 存在 正 数 5 > 0, 使 得 fa 在 A(0,5) 内 仅 有 一 个 ( 重 级 ) 零点 tr ， ， 
由 引 理 8.2.4, 存在 (ag) C (fah BIHER a EC, fa E A (5) 上 
至 多 只 有 两 个 零点 ( 计 重 数 ). 这 样 , 对 充分 大 的 k, 
S(A(2ngs Ens) f) < S(A(0， 6/2), fa) < 2, 


这 与 (8.2.3) 式 矛 盾 . 
定理 8.2.1 设 太 是 区 域 刀 内 的 一 族 拟 正 规 的 亚 纯 函 数 ， 如 果 任 给 fe Ff, 
f(z) 关 1 并且 下 的 震 点 均 是 重 级 的 . BAF 的 拟 正规 的 阶 是 1. 


证 明 ”假设 定理 不 成 立 , 那么 存在 {at} CD, {at} Æ D AERA, 以 及 {fn} C 
F, E {fa} 的 任意 子 列 在 of, od 不 正规 , 但 是 {f} 在 D\{a%} 内 正规 . 不 妨 设 
{fn} E D\{ax} 上 内 闭 一 致 收敛 于 f. 

为 简单 起 见 , 设 D = A, at = 0. 由 引 理 8.2.1 的 证 明 可 知 及 E Aat} 上 内 闭 
一 致 收敛 于 1. 

首先 假设 对 任意 的 6 > 0, 4 n 充分 大 时 , f 在 A(0,6) 上 至 少 有 两 个 不 同 的 零 
AR. 由 引 理 8.2.2, 当 n 充分 大 时 , f 在 A(0,6) 内 有 非 平 凡 的 零点 对 . 所 以 存在 {fn} 
的 子 列 Mi {h 有 一 个 零点 对 (zn, Wn), 它们 满足 |zn| < 1/n, lwn| < 1/n. 
存在 bo > 0,1 < p < 2, 使 得 {fn} 在 和 A'(0,25o) 上 内 闭 一 致 收敛 于 f, 并 且 在 
ôo < |z| < pbo E f #0. 当 半 充分 大 时 , 设 (an, en) 是 fn Œ A(0, do) 内 距离 最 短 的 
零点 对 , 从 而 有 an 一 cn 一 0. S dn = (an 十 cn)/2, 那么 dn € A(0,60). 不 失 一 般 性 ， 
设 dn 一 a, 则 |a| < 60. FH fn Al f FE 50 < lel < pbo 内 无 零点 (n 充分 大 ), 那么 
(an cn) 是 f Æ A(O, p60) 上 距离 最 短 的 零点 对 . 

置 

hn(C) — fn(dn = cn)C) , 

那么 对 任意 C 内 的 紧 集 , 当 n 充分 大 时 , hn(C) 是 有 定义 的 . 显然 hn 的 所 有 零点 均 
为 重 级 , (O 关 1. 我 们 断言 : {ha} 的 任何 子 列 均 在 C 上 不 正规 . 否则 可 设 {hn} 
在 C ERREA- BAF h. 因为 (an,cn) 是 fn 的 零点 对 , 那么 
1 


hn(+3 


J= (t) =0，sup|h(2)| > 1 

2 A 
从 而 得 到 (O 不 恒 为 常数 , 因此 (Al. 又 hh 的 所 有 零点 均 是 重 级 的 , 那么 由 
定理 3.4, h 必定 是 级 为 无 穷 的 超越 函数 , 由 引 理 8.2.3， 存在 h 的 无 限 多 个 零点 对 
(Ekne), 点 列 {zz}, Ek 一 OO 和 Êk — Nk 一 0, 


Ek + Nk * 
|zk 一 = | < |k -nh h* (zp) 一 oo. 


固定 k, 使 得 h# (zx) 之 2, lên — nkl <l. 那么 存在 én,k 一 人 bk, n,k 一 Ok, 当 n 充分 大 
时 ， 

hn (En,k) = hn (Tn,k) 一 0 
以 及 


* n,k + sk 
|zk — Enot + Tnk < |Enjk — Mn kl: 


8.2 FERN -151- 


置 
Cn = dn + (an ~ Cn)énk; 
Tk = dn + (an — Cn) Mn, ki 
Zn,k = dn + (Qn — Cn)Zn,ks 
那么 有 
Ehk Tn 
roan _ nk 7 | _ lan 加 cn En,k as 


< |an — nlln, — Mm,k| = en 一 Nakl: 
由 dn 一 a, 那么 可 推 得 6, a, nhe > a AK a < pbo, 又 对 充分 大 的 n, 
[fn (2h,e)| = hnli) > AË > 1, 


这 样 就 得 到 (EX ko Me) 是 fr 在 A(0,p6o) 上 的 非 平凡 的 零点 对 , 矛盾 . 于 是 证 明了 
{hn} 的 任何 子 列 在 复 平面 上 不 正规 . 

EA {ha} 的 不 正规 点 集 . 下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

情形 1 ”对 于 任意 6 e E, 存在 正 数 ô, 使 得 当 n 充分 大 时 , hm 在 A(&,6) 上 仅 
有 一 个 重 级 零点 . 那么 由 定理 2.3.1 推 得 {ha} Æ E 中 的 每 一 点 拟 正规 , 所 以 {ha} 
Æ D 上 拟 正规 . Go € EWR {hn} 的 任何 子 列 在 点 fo 不 正规 , 那么 由 引 理 8.2.1 
得 知 , 存在 Bo C E, 使 得 在 C\Eo 的 任何 紧 集 上 {hn} 一 致 收敛 于 E- fo. 由 对 角 线 
法 , 可 假设 {hn} 在 Bo 的 每 一 点 都 不 正规 . 我 们 断言 


Eo = {é0}. 
事实 上 , 若 存 在 & € E, & A Eo, 那么 由 引 理 8.2.2, 同样 可 得 到 h»a—-RMMF E- é, 
SABI TG. 又 因为 h (25) = 0, 由 此 得 到 情形 1 不 会 发 生 . 


情形 2 FETE 6o e 已 使 得 对 任意 正 数 5 > 0, 存在 {fn} 的 一 个 子 列 ( 仍 记 为 
{fn} ) 在 A(0,6) 内 至 少 有 两 个 零点 . 由 引 理 8.2.2, 当 n 充分 大 时 , {fn} 有 一 非 平 
凡 的 零点 对 (wa, Wn,2) 使 得 


wa (G=1,2) 
以 及 
lw 一 wmal < lan = cnl. 
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8.3 周期 点 与 拟 正 规定 则 


定义 8.3.1 设 DCC 是 一 个 区 域 , f :D 一 C 上 的 全 纯 函 数 , 则 对 于 任意 的 
neEN (n>2), ZX f Hn KERA f”: Da >C, 其 中 Di:= D, 有 := f, 
Dn := f~'(Dn-1), f= fof. 

注 D= f HD) CD =D, 所 以 就 有 对 于 所 有 的 站 E N, Darzi C Dn CD. 

定义 8.3.2 REED AA f ten 周期 点 , RA EC Dy, HE) = 后 但 是 
fm"(E) 关 对 于 所 有 的 1<m<<n 一 1 成立 . 1 周期 点 又 称 为 不 动 点 . 

Bregweiler[24 证 明了 如 下 的 几 个 定理 , 将 周期 点 与 拟 正 规 族 联系 了 起 来 : 

定理 8.31 邻近 >1, 设 DD 是 复 乎 面 上 的 一 个 区 域 , F XD 上 的 一 族 全 纯 
函数 ,如果 存在 mw, AES SEF, AS Un HAMS Ca, APY (| < 下, 那么 
太一 阶 拟 正 规 族 . 

定理 8.3.2 Rf 为 超越 整 函 数 , n > 2, Mf 有 一 列 n MARA {Cc}, 
(F Y (Ck) 一 œ. 

定理 8.3.3 ”对 于 每 个 n>2, 存在 Kn > 1, 使 得 : 如 果 FDh- kA 
纯 函 数 , 对 于 每 个 FEF, 在 f? 的 不 动 点 6 处 , (FOS Kn, RF AD AEM. 

引 理 8.3.1015 设 刀 是 复 平 面 上 的 一 个 区 域 ，Di, D2, Da 为 闭 包 互 不 相交 的 
若 当 域 , FR 万 内 的 一 族 全 纯 函 数 , 若 丰 RER, MAE SEF, f 在 Di,D2 或 
D3 上 有 一 个 单 叶 岛 . 

引 理 8.3.2 (f,U,V) 是 d 级 的 类 多 项 式 映射 , D1, Da AST V AMAZE 
相交 的 车 当 域 , WU 内 存在 两 个 Di 或 Da 上 的 单 叶 岛 . 

WHA 6 Vi, Vm 为 1-1(D2z) 的 连通 分 支 , Wi,… Wr 为 f(D) 的 连通 
分 支 , mi 为 flv, : Vi > Da 的 级 , v; 为 fiw; : Wi 一 Di 的 级 , 则 d= X m= Deve 


分 别 计算 f TE V, Vin Wy 内 的 临界 点 个 数 , 则 有 
d—1> Sn D+ 20 —1)=2d—m-n, 
i=l j=1 


Bl m+n > d+1, 因此 Va W 中 至 少 有 两 个 不 含 临界 点 , 即 为 所 求 . 口 
引 理 8.3.3 i 0<6 <e/2,U C A(a,6) 单 连通 , f :U > Alae) 为 全 纯 双 
St, Wf AU 中 有 不 动 点 C, 满足 JO > €/46. 
证 明 考虑 f HRM, 显然 9 有 一 个 不 动 点 6s Ala, d). 令 


m0- 吉 ( +O) -9 


则 有 将 A BRE A 的 内 部 , 并 且 (0) = 0. 因此 


1 > woj = O 


即 有 
1 E 
/ . 口 
ro) za 46 
引 理 8.3.41 今 g,nEN,g 之 6,n 之 2,G 是 一 个 图 有 g 个 顶点 , 每 个 顶点 


输出 数 至 少 为 gq 一 2， ao 包含 一 个 长 度 为 n 的 原始 回路 . 
引 理 8.3.51] f AKART 2 的 多 项 式 , n 之 2, Wf” 有 一 个 斥 性 周期 点 . 
定理 8.3.1 的 证 明 ” 先 设 下 在 六 个 点 不 正规 , 记 为 a1,… ,a6, 取 e < min lai — 


Qj|, 6 < ef/4K, 选取 F 在 此 六 点 都 不 正规 的 子 列 {fk}, 对 于 固定 的 及 考虑 图 G = 
(V, E), 其 中 G 的 顶点 由 a1,… ,a6 构成 , 边 为 (aiaj), 满足 fe 在 D(ai,5) 上 有 一 
个 单 叶 岛 D(a;,e). 由 引 理 8.3.1, 每 个 顶点 的 输出 数 至 少 为 4, 于 是 可 由 引 理 8.3.4, 
对 于 任意 的 n > 2, G 包含 一 个 长 度 为 n 的 原始 回路 (Qio,ai,… , ai), 因此 在 
A(ai, 4,6) 内 包含 一 个 A(ai,,6) 上 的 单 叶 岛 Uni, 在 Dlana) 内 包含 一 个 Un- 
上 的 单 叶 岛 Uh_2, …, 这 样 有 Uo C A(aio,6) = D(ai,,6) 为 Alain E) rer 
由 引 理 8.3.3, fE 有 一 个 不 动 点 56 E Uo, (FR) (OI > e/45 > 天 ,由 原始 回路 的 性 质 知 
C 只 能 为 fr 的 n 阶 周期 点 . 

因此 F 为 阶 数 g < 5 的 拟 正 规 族 , 如 果 g > 2, 那么 可 设 a1,… ,ag 为 不 

正规 点 , 取 s，6 及 子 列 如 前 $ R > maxlaj| +e, 则 当 足够 大 时 , 在 |z 一 


aj| = 6 上 有 |f| > R, j= 1,2,… ,gq， 又 由 于 F 在 点 a; 处 不 正规 存在 
z € D(aj,6), 使 得 fkl < R， 因 此 启 !(D(0, R) 在 每 个 Dla, i) 内 有 一 个 连 
通 分 支 DU;, (frlu; Uj, D(0, R)) 是 一 个 类 多 项 式 映射 , 由 引 理 8.3.2, 在 Ui, U2 上 各 
存在 两 个 Alae) 或 Alae) 上 的 单 叶 岛 , 不 妨 设 Vi, Wi 是 其 中 两 个 Alae) 上 
的 单 叶 岛 , 由 引 理 8.3.2, 可 以 找到 Vo, Wz C Us 是 Va, Wi 上 的 单 叶 岛 , 重复 以 上 步 
BE 可 以 找到 Vai, Waa C Us 是 Va-2, Wn- 上 的 单 叶 岛 , 又 取 Vn, Wn C Ui 是 
Va-1, Wn_i 上 的 单 叶 岛 ,因此 feo Va NATE Alae), 由 引 理 8.3.3, f” 有 一 个 不 
动 点 Ce Vn, (FOO, > K, X FIO € Uso, 因此 当 mn >3 时 ¢ 即 为 所 需 的 n 阶 周期 
X n = 2 if, FVM, W C Us, 则 结论 依旧 成 立 , Æ Vi, W CU, HM Æ 
Alane) 上 的 单 叶 岛 , 而 Wi cU C D(a1,e), KVM 包含 一 个 W Eai X, 
因此 f2 将 X 双 射 至 Wi, 再 次 使 用 引 理 8.3.3 可 得 结论 . AV cU, Wi CUa, Wl 
U UU: 包含 两 个 Dlane) 上 的 单 叶 岛 ，X1 CU, Yi C U2, 则 这 时 可 在 Xi 中 取 到 
一 个 W, 上 的 单 叶 岛 , 重复 以 上 步骤 即 可 得 到 结论 . 口 
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定理 8.3.2 的 证 明 Wer 一 co, fler) 有 界 , 令 f(z) = f(ckz)/cr, Wl fe(0) 一 0， 
fr(1) 一 0. 

假设 结论 不 成 立 , 则 存在 K > 1, f 的 所 有 n MARA G VOIS K RR 
立 , 注意 到 着 < 是 fe 的 n 阶 周 期 点 , 则 ac 是 S 的 n 阶 周期 点 , 且 IO = 
IEP kOl, 因此 {fe} 一 阶 拟 正规 , 由 {fe} 在 0, 1 有 界 , 由 最 大 模 原理 , {fe} 正规 
另 一 方面 , 当 r 足够 大 时 有 

1.) MVP) 
M(t) =a > 

因此 fe 在 0 不 正规 , 矛盾. | p 

定理 8.3.3 WEA 4 f"(C) = C 时 记 所 有 D 上 满足 UO < K 的 全 纯 
函数 为 F(D,n, K). 不 妨 设 D 为 单位 圆 盘 A, 设 不 存在 K > 1, F(A,n, K) 正规 . 则 
对 meN, 取 大 (Am + =) 内 不 正规 子 列 {fm} 2 gm (2) = fm, (2) 2, Bll 


Gm; (2) 零点 处 有 |G, (zj| < lfm; (2)] +1 < 4/1 + 二 + 工科 3. 由 {gm;} 不 正规 , 存 
在 Zj E A, pj > 0, 子 列 仍 记 为 {9m;}, 满足 


Gm, (27 + piz) 
Pi 


HA G#(z) < G#(0) = 4, $ Lj(2) = z; + 932, Wl 


> Gm(z), 


hm, (2) = L7 (fms (L3(2))) > Gm (2) + z = Fin(2): 


1 1 
又 fm; EF (Asn, 1 =), 因此 jn eF(1;1A.ni+ =), Pa cF(Gni+=). 
m m m 


由 G#(z) < G#(0) = 4 可 知 {Gm} 正规 , BI {Fm} 正规 , 记 其 极限 函数 为 F, WA 
F € F(C,n,1), 即 F" 没有 斥 性 周期 点 , 由 定理 8.3.2, F 为 多 项 式 , 再 由 引 理 8.3.5， 
FF 的 阶 数 至 多 为 1, 但 |,(0)| > G7, (0)| -1>G#(0) —1 = 3, AK F(z) =az+8, 
lal > 3, 与 没有 斥 性 周期 点 矛盾 ， 口 
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